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DIANTE SIMULACIÓN NUMÉRICA SPH por Carlos Garrido S., Mauricio Godoy S.,
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RESUMEN

In the last two decades, railroads worldwide have gone through remarkable changes. The con-
ventional wood crossties have been replaced gradually by steel reinforced composite recycled
plastic sleepers. The driving force behind the replacement has been longevity of composite recy-
cled crossties. The possibility of replacing steel reinforcement by composite solid rods made of
unidirectional glass fibers pultruded in epoxy resins is investigated here. Unidirectional com-
posite glass fiber rods obtained by pultrusion have higher elastic module and flexural stiffness.
A 3D finite element model compares the performance of crossties made of steel reinforcement
against the ones made of composite glass fibers pultruded rods reinforcement on a recycled
core. Experimental results are reported also.

4



 

 
1. INTRODUCTION 
 
The design of the railway structural system requires the knowledge of how loads are 
transferred among the components.   Train loads pass from train suspension into rails, 
then onto bearing plates, onto crossties, onto ballast and finally reach the subgrade soil, 
the railway substructures. Limits for static and dynamic loads on railway structural 
system need to be stablished. They affect the stability, safety and durability of railroads. 
The crucial component in the railroad structure is the crosstie since it assures the railways 
gauge, i.e. the distance between rails. Crossties have also to absorb vibrations and 
dissipate them, especially when passengers are transported.   
The two main codes for designing railways are AREMA (American Railway Engineering 
and Maintenance Association) and CEN (Comité Européen de Normalisation). CEN 
replaces other national standards available in Europe. AREMA was introduced in 1997 
and CEN in 1996. AREMA focus on heavy loading transportation, lower speed. CEN 
focus on railroads designed to transport mainly passengers at higher speed which 
demands better railways.  
M. Hetényi [1] refers to the pioneer work of Winkler introduced in 1867 and other 
researchers like Zimmermann, Schwedler, etc.   Winkler assumed the rail to be an infinite 
continuous beam on an elastic foundation. Zimmermann and Timoshenko-Saller-
Hanker´s methods also used the same assumptions. Winkler modeled the rail as a beam 
supported continuously by a load-carrying medium. He assumed that the reaction force at 
every point is proportional to the deflection at that point, and independent of reaction 
forces at any surrounding points. The foundation was represented by regularly spaced 
independent elastic springs. Thus, the rail subjected to vertical forces will flexure 
producing continuously distributed reaction forces on the support medium. Equation (1) 
is the differential equilibrium equation for a beam element in bending on an elastic 
foundation. Equation (2) is the general solution for the deflection �(�) of the foundation 
and the rail. 
 

��
���

���
+ 	�� = 0                        (1) 

 
�(�) = ���(������ + ������) + ����(������ + �����)         (2) 

 
 
The solution needs to be bounded ( � → ∞ ∴ � = � = 0 ) and symmetric ( � = 0		 →

	
��

��
= 0	 ∴ � = � ).  Also the wheel load (F) has to be equally distributed between the 

left and right semi-infinite beams ( � = 0			 → 		��
���

���
=

�

�
 ). The deflection solution 

applies directly to the elastic foundation pressure distribution (� = �� ) leading to:  
 

� =
�

�
�	����(����� + �����)                       (3) 
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� = �
�

���

�
  , k is the foundation modulus, E is the rail elastic extensional modulus and I is 

the second moment of cross
foundation medium reaction depends on the rail stiffness (EI) as well on the elastic 
foundation modulus (k).  
Rails in reality are hold in place by
as infinite beams supported on equally sp
Winkler later, in 1875. Zimmermann developed an expression to calculate 
stresses at the point of application of the load.
to be a finite beam supported by four discrete crossties. 
Schwedler [1] proposed a formula
equally spaced crossties. Engesser
supported by equally spaced elastic supports. 
 
2. AREMA DESIGN APPROACH
 
Loads from the railcar suspension 
crossties. The crosstie closer to
loading, but some percentage 
transferred onto a crosstie depends on the distance between crossties, 
foundation (ballast and substructure) 
estimating the load percentage to be received by the closest
crossties distances and foundation stiffness (k). 
the percentage of loading they receive.
linear equation relating	��, the percentage of load carried by closest crosstie, to d, the 
distance between crossties in millimeters.
seat force (� = (��)�). 
 
  

 
Figure 1 Distribution factor and

 
Railcars move along the tracks with variable speed. The movement introduces dynamic 
effects and impacts due to deformed wheels, worn rails, gauge imprecision, railroad 
quality, etc. Railroad quality relates to the ballast capacity of support compressive 

 

, k is the foundation modulus, E is the rail elastic extensional modulus and I is 

the second moment of cross-sectional area of the rail. Equation (3) shows that the 
foundation medium reaction depends on the rail stiffness (EI) as well on the elastic 

hold in place by equally spaced discrete supports. They are modeled 
infinite beams supported on equally spaced crossties. This approach was proposed 

Zimmermann developed an expression to calculate 
at the point of application of the load. Zimmermann´s formula assumed

to be a finite beam supported by four discrete crossties. Other models were proposed too.
a formula assuming the rail to be a beam supported by

equally spaced crossties. Engesser [1] proposed the model of a rail as an infinite beam 
supported by equally spaced elastic supports.  

AREMA DESIGN APPROACH 

Loads from the railcar suspension are passed to the rail and then distributed over sever
crossties. The crosstie closer to the car wheel receives the largest percentage of the 
loading, but some percentage also goes to neighboring crossties.  The amount of load 

depends on the distance between crossties, rail and 
foundation (ballast and substructure) stiffness. Figure 1 is an AREMA
estimating the load percentage to be received by the closest crosstie depending on the 

and foundation stiffness (k). Further apart the crossties are, higher is 
the percentage of loading they receive. AREMA uses the distribution factor	

, the percentage of load carried by closest crosstie, to d, the 
distance between crossties in millimeters. The load transfer to the crosstie is called rail 

 

Distribution factor and pressure distribution. 

Railcars move along the tracks with variable speed. The movement introduces dynamic 
effects and impacts due to deformed wheels, worn rails, gauge imprecision, railroad 
quality, etc. Railroad quality relates to the ballast capacity of support compressive 

, k is the foundation modulus, E is the rail elastic extensional modulus and I is 

Equation (3) shows that the 
foundation medium reaction depends on the rail stiffness (EI) as well on the elastic 

d discrete supports. They are modeled 
was proposed by 

Zimmermann developed an expression to calculate bending 
Zimmermann´s formula assumed the rail 

Other models were proposed too. 
assuming the rail to be a beam supported by eight 

rail as an infinite beam 

are passed to the rail and then distributed over several 
the car wheel receives the largest percentage of the 

.  The amount of load 
rail and elastic 

Figure 1 is an AREMA chart for 
depending on the 

Further apart the crossties are, higher is 
	��  and has a 

, the percentage of load carried by closest crosstie, to d, the 
tie is called rail 

 

Railcars move along the tracks with variable speed. The movement introduces dynamic 
effects and impacts due to deformed wheels, worn rails, gauge imprecision, railroad 
quality, etc. Railroad quality relates to the ballast capacity of support compressive 
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stresses. Higher the pressure the ballast supports, higher is the railroad quality. AREMA 
combines all these factors in a single coefficient. The impact factor 
by which the static loads have to be increased to account for dynamic and i
For design purposes, the impact factor normally is 2. 
between the crosstie and founda
average foundation pressure 
 

� =
���

��
���

����
��
���

�

�
   

 
For the purposes of dimension
that it is assumed a constant homogeneous pressure distribution under the crosstie. Figure 
2 shows bending moments at critical cross section
the crosstie needs to be considered. 
and impact effects. The critical sections for bending moments
rail seat area and middle section. 
 

 
Figure 2 Bending moment

 
Normally the crosstie high �
space between crossties for maintenance purposes. Crosstie support area is maximized by 
the length � of crosstie. Equation (5) with allowable normal stresses
crosstie material can estimate cross
 

     
     

In Brasil, the distance of 625 mm between crossties
kilometer) is adopted for good quality railways of large gauge carrying heavy loads.  

 
3. RAILWAYS INFRASTRUCTURE 
 
AREMA and CEN use design 
assumptions for homogenous mater

 

resses. Higher the pressure the ballast supports, higher is the railroad quality. AREMA 
combines all these factors in a single coefficient. The impact factor �� is the percentage 
by which the static loads have to be increased to account for dynamic and impact effects. 
For design purposes, the impact factor normally is 2. Let � = �� be the 
between the crosstie and foundation, � the crosstie base and	�, length.

foundation pressure � under the crosstie produced by the axle force 

                 

For the purposes of dimensioning a crosstie, D. Uzarski [2], A. Schepp et al [3]
assumed a constant homogeneous pressure distribution under the crosstie. Figure 

2 shows bending moments at critical cross sections. Because of symmetry only half of 
the crosstie needs to be considered. Let �   be the rail seat force corrected by

The critical sections for bending moments �  are at the edge of the 
rail seat area and middle section.  

 

 

Figure 2 Bending moments at critical cross-sections.  

� is estimated since cross-section base � is constrain
space between crossties for maintenance purposes. Crosstie support area is maximized by 

of crosstie. Equation (5) with allowable normal stresses ����
can estimate cross-section � value  

                 

of 625 mm between crossties (approximately 1600 crossties for 
kilometer) is adopted for good quality railways of large gauge carrying heavy loads.  

RAILWAYS INFRASTRUCTURE  

design formulas based on strength of materials bending design 
homogenous material with constant cross-section. For the recycled 

resses. Higher the pressure the ballast supports, higher is the railroad quality. AREMA 
is the percentage 

mpact effects. 
 contact area 

, length. The design 
force 2�	is:   

    (4) 

A. Schepp et al [3] mention 
assumed a constant homogeneous pressure distribution under the crosstie. Figure 

. Because of symmetry only half of 
seat force corrected by dynamic 

are at the edge of the 

is constrained by the 
space between crossties for maintenance purposes. Crosstie support area is maximized by 

���   for the 

    (5) 

(approximately 1600 crossties for 
kilometer) is adopted for good quality railways of large gauge carrying heavy loads.   

ls bending design 
For the recycled 
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plastic reinforced crossties internal voids are of macroscopic scale. Recycled crossties are 
made predominantly by mixture of polypropylene and polyethylene. Figure 3 is a 
recycled plastic crosstie with voids of different sizes and random spatial distribution.  
 

 
 

Figure 3 Presence of voids in the core region with stiff borders.  
 
Close to the borders we have uniform regions without voids. The inner part is softer and 

presents pores. S. Reffas et al [4] define porosity � =
��

�
 as the ratio between the pore 

volume ��  and the total volume	� . However, spatial distribution of pores, size and shape 
has to be taken into account for because of second moment of cross-sectional area. 
Figure 4 represents a simplified spatial distribution model for the purpose of evaluating 
the equivalent cross-sectional stiffness. Once an equivalent cross-sectional moment of 
area is evaluated, it can used to define equivalent homogenous cross-section dimensions.  

 
Figure 4 Polypropylene recycled crosstie cross-sections: voids spatial distribution model. 
 
3.1 Equivalent Stiffness Method 
 
For the sake of presenting the approach, let us start determining the end rotational 
stiffness of polymer block, of 5cmx5cmx10cm homogeneous clamped on one end. The 
end section is assumed to be a rigid surface where a  bending moment � � = 1000	(N.m ) 
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is imposed. Classical bending theory predicts end rotation given by 

0.10787	rad. It also predicts an end displacement of

 

 
Figure 5 FEM model of crosstie with voids

 
The finite element simulation reproduces these values accurately. 
model of the same polymer block with internal voids. Each internal void has a cylindrical 
body of 3 cm and spherical ends of 0.5 cm radius.  Simple calculations show the porosity, 
volume of voids with respect to polymer volume

the end rotation due to the bending mo
voids can be observed with the x

equivalent second moment of area
��

�����
��� = 42.003510��m �.  

voids would be		��� = 52.083

displacement, which is 	���

element value ����� = 6.689

above classical theory prediction. 

formulas to recalculate homogeneous 

6 represents stress concentrations due to the presence of voids inside the polymer block. 

 

Classical bending theory predicts end rotation given by �

predicts an end displacement of 	����� =
�		��

���
= 5.

Figure 5 FEM model of crosstie with voids and equivalent stiffness determination

The finite element simulation reproduces these values accurately. Figure 5 shows Abaqus
of the same polymer block with internal voids. Each internal void has a cylindrical 

body of 3 cm and spherical ends of 0.5 cm radius.  Simple calculations show the porosity, 
ds with respect to polymer volume of 23%.  Finite element simulation of 

the end rotation due to the bending moment is ����
���	�����	��% = 0.1337rad. The internal 

voids can be observed with the x-plane cut. This end rotation can be used to define an 

equivalent second moment of area	���
��

. In fact, the second moment of area is 

 Second moment of area for the same cross-section without 

08310��m �. ���
��

 can be used to evaluate the end vertical 

���
=

�		��

��	���
�� = 6.6875	mm . Figure 5 shows th

689	mm 	, which agrees remarkably well with the 

above classical theory prediction.  The (��)�� introduced directly into AREMA design 

homogeneous cross-section dimensions to be 	� = �
�

represents stress concentrations due to the presence of voids inside the polymer block. 

���� =
�	�

�	�
=

.3933	mm .  

 

determination 

shows Abaqus 
of the same polymer block with internal voids. Each internal void has a cylindrical 

body of 3 cm and spherical ends of 0.5 cm radius.  Simple calculations show the porosity, 
element simulation of 

. The internal 
This end rotation can be used to define an 

the second moment of area is ���
��

=

section without 

can be used to evaluate the end vertical 

shows the finite 

, which agrees remarkably well with the calculated 

introduced directly into AREMA design 

������
��

�
. Figure 

represents stress concentrations due to the presence of voids inside the polymer block.  
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Figure 6 Stress concentrations on borders of
 
3.2 Glass Fiber Rod or Steel Rebar Reinforcemen
 
For heavy load transportation (for example 350 kN/axle
measuring 2.8 m (2800 mm x 240
made out of recycled polymer
for this study.  Table 1 shows mechanical and physi
provided by M.S Ahmadi et al [6
 

Polypropylene 

Density 
Module of Elasticity  
Compressive Strength (parallel to grain)
Compressive Strength(orthogonal to grain)
Shear strength (calculated)
Ultimate strength (bending) 

 
Table 1 Mechanical and physical properties materials.  

 
Figure 7 shows that the vertical displacements of steel reinforced crosstie are almost 
identical to similar crossties reinforced by pultruded fiber glass.  
used 129314 elements C3D10, a 10 node quadratic tetrahedron
  

 

 
 

ess concentrations on borders of internal voids. 

Glass Fiber Rod or Steel Rebar Reinforcement 

transportation (for example 350 kN/axle), Wisewood [5
measuring 2.8 m (2800 mm x 240 mm x 180 mm) are used. Figure 3 shows a crosst

of recycled polymer with 180 mm x 180 mm cross-section, which will be used 
Table 1 shows mechanical and physical properties of th

M.S Ahmadi et al [6], Pultrutech[7]. 

 
Polypropylene  Steel  

Rebar 
U-Fiber Glass 

850 kg/m3  7600 kg/m3 1900 kg/m
1.71 GPa 210 GPa 400 GPa

Compressive Strength (parallel to grain) 20.6 MPa  344 MPa
Strength(orthogonal to grain) 8.3 MPa   

 10.3 MPa   
Ultimate strength (bending)  20.6 MPa   

Mechanical and physical properties materials.   

Figure 7 shows that the vertical displacements of steel reinforced crosstie are almost 
identical to similar crossties reinforced by pultruded fiber glass.  The Abaqus modeling 
used 129314 elements C3D10, a 10 node quadratic tetrahedron with k=57 MPa.

 

Wisewood [5] crossties 
shows a crosstie 

section, which will be used 
cal properties of the materials 

Fiber Glass  
Rod 

1900 kg/m3 

400 GPa 
344 MPa 

Figure 7 shows that the vertical displacements of steel reinforced crosstie are almost 
The Abaqus modeling 

k=57 MPa. 

10



Figure 7 Vertical displacements: steel and pultruded fiber glass reinforcement for 
on an elastic foundation

 
Glass fiber has higher elastic modulus
normal stresses. Both crossties hav
1.744	10��	rad) and (Θ�����

that reinforcement replacement
exceeded the admissible stresses 
the cross-section.  

Figure 8 Normal stress steel reinforced crosstie on an elastic foundation 

 

7 Vertical displacements: steel and pultruded fiber glass reinforcement for 
on an elastic foundation.  AREMA rail car load: 350 kN.  

ber has higher elastic modulus than steel lowering overall polymer (PP) and rods
Both crossties have similar rotational stiffness. (Θ

����� = 1.958	10��rad). Figure 8 and Figure 9 show the effect 
reinforcement replacement has on stresses. It also shows the stress levels have 

the admissible stresses in the polymer material, requiring re-dimensioning

 

 
8 Normal stress steel reinforced crosstie on an elastic foundation 

AREMA railcar load:  350 kN. 

 
7 Vertical displacements: steel and pultruded fiber glass reinforcement for crosstie 

(PP) and rods 
Θ���������� =

Figure 9 show the effect 
It also shows the stress levels have 

dimensioning of 

 

8 Normal stress steel reinforced crosstie on an elastic foundation  
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Figure 9 Normal stress glass fiber reinforced crosstie on an elastic foundation 

4. CONCLUSIONS 
 

Material segregation resulting in non
crossties leads to stiffness and inertia reduction.
non-homogenous crosstie as a homogeneous one in 
steel by pultruded glass fiber
similar rotational stiffness. However
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9 Normal stress glass fiber reinforced crosstie on an elastic foundation 
railcar load: 350 kN. 

aterial segregation resulting in non-homogeneous regions with voids inside of the 
o stiffness and inertia reduction. Equivalent stiffness allows handling of a 

homogenous crosstie as a homogeneous one in design formulas.  Replacement
by pultruded glass fibers as reinforcement leads to overall stress reduc

similar rotational stiffness. However, the latter ones are lighter and corrosion free. 
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RESUMEN

The manufacturing of wind turbine blades relies on composite laminates. Strong wind loads
produce large curvatures leading to delamination and fracture. The inclusion of reinforcement
rods in the composite laminates increase blade stiffness. Multiple pultruded thin rods cured
side-by-side form stiffeners in the laminates. A finite element model of the reinforced laminate
is developed. The mechanical performance of the reinforced laminate shows several advanta-
ges. The article presents a comparison between the reported experimental results and the finite
element model.
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1. INTRODUCTION 
 
The market for sandwich laminated products have grown continuously in the last 
decades. They are used often in aeronautics and automotive, and energy industry and 
every application where weight is an important factor.  
 
The most common sandwich panel construction uses a soft core material covered with 
skin harder products. An improvement over the traditional design uses the honeycomb 
cells concept. Hexagonal core material covered with skin metallic products. They are 
found in flat panel forms with honeycomb core and also tube-core configuration. Panels 
can be produced using a combination of thermoplastic core and metal skin. 
 
Hexcel [1] is a traditional maker of laminated sandwich products using honeycomb 
core. Econcore [2] produces aluminum skins with thermoplastic composite cores used 
also in solar energy modules.  

 
2. ANALYTICAL CHARACTERIZATION 

Structures constructed from cells of composite beams, arranged in several manners, use 

two cell configurations: a horizontal and a vertical one. Behavior of beam elements may 

then be obtained from the response of these elementary cells to specific loads: axial, 

flexural and lateral. This set of loads is also basic as they allow understanding of the 

multi-cell behavior from response to these specific loads.  

2.1 Vertical Cells  

This sort of cell construction has rectangular cross section with height � and thickness 

� where 	� = �� + 	2��, being �� the thickness of the core material, a phenolic material, 

glued to a skin material, a glass fiber material with ±45° fiber orientations. Thickness 

of arrangement is �� , Figure 1. Core material is supposed to behave elastically, with an 

elastic modulus �� while skin material has an axial direction elastic modulus ��.  

Under lateral �� and axial �� distributed loads over acting in a vertical plane < �,� >, 

each cross section of the beam will present an internal effort set < �,�, � > constituted 

by a resultant normal �, a bending moment � and a shear force �. Each of these efforts 

is distributed into a core plus a skin component, each of each resulting in normal and 

shear stresses in the section.  

2.1.1 Axial Behavior 

The normal resultant � in the section, related to axial extensions	�, with corresponding 

normal strain �, is the result of core �� = ��� and skin �� = ��� stresses. Integration of 

these stresses in the section gives rise to a resultant � with core �� = ∫ �����
�

��
 and 

skin �� = ∫ ��
�

��
��� partitions. From equilibrium:  

 

14



� = �� + 2��         (1) 

For Bernoulli beams, constitutive behavior supposes plane sections mapping plane 

sections, so that �� = ����� and �� = �����, where �� = ��� and �� = ��� are the 

core and skin cross sectional areas. Introduction of these results into Eq. (1) leads to an 

equivalent axial modulus ������: 

� = ������	�; 				������ = 	���� + 2����       (2) 

Stresses in the core region have elastic amplitude ranging from ���
�   up to ���

� , the yield 

stresses in compression and tension in the core region, respectively. Corresponding 

values ���
�  and ���

�  exist for the skin material. Accordingly, these restrictions will lead to 

elastic capacity of the section. For the core:  

�����
� < ��	

� < ��	���
�         (3) 

and: 

�����
� < ��	

� < ��	���
�         (4) 

With the limits fixed from the experimental values of the material, Table 2.  

2.1.2 Flexural Behavior 

Presence of a bending moment � in the section, with an associate curvature �, is the 

result of bending stresses �� = ���� and �� = ���� , for the core and skin, at every 

vertical position �. Integration in the core region produces 

 �� = ∫ ������
�

��
             (5) 

whereas the corresponding result for the skin part is 

�� = ∫ ������
�

��
             (6) 

   

Adding both contributions leaves: 

� = �����	�; 						����� = 	���� + 2����       (7) 

being the equivalent bending stiffness ����� = 	���� + 2���� where < ��, �� > are the core 

and skin second moments of area about the flexural axis.  

Resultant bending moment � may also be written in terms of its partition elements as 

� = �� + 2��, with �� = ����� for the core participation and �� = ����� for the skin 

part. From these expressions, stresses may be rewritten as: 

 

�� = ��
�

�����
�; 								�� = �� 		

�

�����
	�			      (8) 
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Elastic behavior is established by restrictions of curvature. In the core region, ���
� =

���
�

��

�

�
 and ���

� =
���
�

��

�

�
 where the moments in the core deal with the traction ���

�  and 

compression	���
� . Same reasoning applies to the skin region and, restrictions come from 

the intersection of values.  

2.1.3 Shear Distribution 

Shear resultant � in the section comes to equilibrate the difference of bending stresses 

between adjacent sections. As such the shear stresses are  ��  in the core and ��in the 

skin region, according to Eq. (1) /1/: 

�� =
�

�����
��

��

��
          (9) 

where ��(�) = ∫ �´
�

�
���

´   is the first moment of area. An identical expression may be 

written for the skin element.  

Integration of these stresses leads to the core partition �� = ∫ �����
�

��
 whereas the skin 

partition is �� = ∫ �����
�

��
. Introduction of stresses, Eq. (9), into first expression leads 

to 

�� =
�

�����
�� ∫ ��(�)��

�

��
        (10) 

with a similar expression for the skin �� contribution.  

Adding the results shows that: 

� = �� + 2��.           (11) 

 

Shear stresses show a parabolic profile over the height of the beam, in each partition, 

with a discontinuity of shear stresses at the interface of parts. Higher values of shear 

stress occur at the center of the section:  

��(0) =
�

�����
��

��(�)

��
         (12) 

For the core, with similar expression applicable to the skin ��(0). Each one of these 

stresses is also limited by the yield resistance in shear, ��� for the core ���
�  and for the 

skin, ���
� . Application of the result above, Eq. (11), shows the limit shear in the core to 

be: 

��� =
��

��(�)
���
� ∫ ��(�)��

�

��
        (13) 
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Expression for shear limit in the skin ��� is obtained by the same procedure. Shear 

capacity in the section is obtained from Eq. (11) to be �� = ��� + 2���. 

3. SANDWICH MODEL 

The traditional laminated construction combines a core material surrounded by a skin 

product. Let the core material be recycled polypropylene having 3.6 mm high, 1000 mm 

long and 300 mm width covered by two aluminum skins of 0.3 mm thick. Figure 1 

represents the model. Table 1 show some of the mechanical properties of polypropylene 

and aluminum. The fem simulation uses load of 10 N, modeled with solid Hex C3D8R 

elements. The total panel thickness is 4.2 mm.  

 

 

 

Figure 1. Sandwich panel of polypropylene core with aluminum skin 

Polypropylene  Aluminum  
 

U-Fiber Glass  
Rod 

Density 850 kg/m3  2560 kg/m3 1900 kg/m3 

Module of Elasticity  1.71 GPa 69.1 GPa 48.3 GPa 
Ultimate Strength 21.7 MPa 310 MPa >800 MPa 

 

Table 1. Mechanical properties of core, skin and reinforcement rod. 

 

 

Figure 2. Laminate composite panel with polypropylene core and aluminum skin.  

According to Econcore [2], a similar solid aluminum panel 3 mm thick will present a 

maximum deflection of 4.6 mm for a three point bending under 10 N of loading. Figure 
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2 shows a similar sized sandwich panel of popypropylene core with 0.3 mm aluminum 

skins for a three point bending

the range of 1,5 MPa. 

Figure 3 Sandwich panel polypropylene core aluminum skin normal stresses

Figure 4 Vertical displacements of aluminum skin with polypropylene core

Sandwich panels can also be constructed using the sa

metallic skins with fiber reinforcement.

polypropylene core with reinforcement 

unidirectional fiberglass rods having diameter of 3 mm

distributed as reinforcement. The sandwich panel was modeled using hex solid C3D8R 

elements. Figure 4 shows the vertical deflection for the laminate and 

normal stresses S33 distribution.

polypropylene, however the reinforcement carry higher stresses (

2 shows a similar sized sandwich panel of popypropylene core with 0.3 mm aluminum 

skins for a three point bending test. Figure 3 shows the normal stress level to be less in 

 

Figure 3 Sandwich panel polypropylene core aluminum skin normal stresses

 

 

rtical displacements of aluminum skin with polypropylene core

also be constructed using the same core material but replacing the 

metallic skins with fiber reinforcement. A fem model was produced using 4.2 mm thick 

lene core with reinforcement rods placed inside the polypropylene. Five

ss rods having diameter of 3 mm with 1000 mm long, were 

distributed as reinforcement. The sandwich panel was modeled using hex solid C3D8R 

4 shows the vertical deflection for the laminate and Figure 5 shows the 

tion. The core stresses are in the range of 2.5 MPa on 

polypropylene, however the reinforcement carry higher stresses (15 MPa.).  

2 shows a similar sized sandwich panel of popypropylene core with 0.3 mm aluminum 

ws the normal stress level to be less in 

 

Figure 3 Sandwich panel polypropylene core aluminum skin normal stresses 

 

rtical displacements of aluminum skin with polypropylene core 

me core material but replacing the 

A fem model was produced using 4.2 mm thick 

placed inside the polypropylene. Five 

with 1000 mm long, were 

distributed as reinforcement. The sandwich panel was modeled using hex solid C3D8R 

Figure 5 shows the 

e of 2.5 MPa on 
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Figure 5 Normal stress S11 distribution with

Figure 6 shows displacements of

They are 10 fold higher than the ones on aluminum skin models. 

Figure 6 Vertical displacements on polypropylene core reinforced by pultruded rods.

Radford [3] analyses the 

Honeycomb has become an interesting solution to obtain light

laminated products. In order to observe honeycomb pe

long by 0.3 m wide honeycomb 

Figure 7 shows the longitudinal stress S11 distribution for honeycomb

that the stresses are considerably lower compared to other core solutions. 

stiff skin is needed to avoid large displace

 

Figure 5 Normal stress S11 distribution with propylene panel reinforced fiberglass rods.

displacements of polypropylene reinforced by pultruded fiberglass rods. 

10 fold higher than the ones on aluminum skin models.  

 

Figure 6 Vertical displacements on polypropylene core reinforced by pultruded rods.

analyses the square honeycombs response to compressive loads. 

become an interesting solution to obtain lighter and more 

In order to observe honeycomb performance a 3 mm thick, 1 m 

honeycomb is submitted to a uniform distributed load totaling 10 N. 

Figure 7 shows the longitudinal stress S11 distribution for honeycomb. It can be seen 

that the stresses are considerably lower compared to other core solutions. However a 

stiff skin is needed to avoid large displacements as can be seen too. 

 

propylene panel reinforced fiberglass rods. 

pultruded fiberglass rods. 

 

Figure 6 Vertical displacements on polypropylene core reinforced by pultruded rods. 

response to compressive loads. 

more resistant 

rformance a 3 mm thick, 1 m 

uniform distributed load totaling 10 N. 

It can be seen 

However a 
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Figure 7 S11 normal stresses 

 

Figure 9 Laminate aluminum-

Figure 9 is a sandwich panel of polymer core with aluminum skin, under axial 

compressive loading. An axial compressive load of 5 kN is applied at the left end. The 

right is clamped. It can be observed that Bernoulli hypothesis do not apply entirely. The 

aluminum skin suffers buckling and it separates from the core material. The average 

sectional modulus EA compares reasonably to the formulation

response for lateral load of  5

laminate is applied in order to produce a vertical displacement. There are distortions 

from bending and shearing.  

 

Figure 10 Laminate 

S11 normal stresses distribution and displacements U3for aluminum 

honeycomb 

 

-polymer sandwich axial compression and lateral response

Figure 9 is a sandwich panel of polymer core with aluminum skin, under axial 

compressive loading. An axial compressive load of 5 kN is applied at the left end. The 

right is clamped. It can be observed that Bernoulli hypothesis do not apply entirely. The 

uminum skin suffers buckling and it separates from the core material. The average 

sectional modulus EA compares reasonably to the formulation. There is also 

5	kN/mm� uniformly distributed over the top part of the 

laminate is applied in order to produce a vertical displacement. There are distortions 

 

Figure 10 Laminate sandwich shear and bending moment response.

 

for aluminum 

 

compression and lateral response 

Figure 9 is a sandwich panel of polymer core with aluminum skin, under axial 

compressive loading. An axial compressive load of 5 kN is applied at the left end. The 

right is clamped. It can be observed that Bernoulli hypothesis do not apply entirely. The 

uminum skin suffers buckling and it separates from the core material. The average 

There is also a fem 

top part of the 

laminate is applied in order to produce a vertical displacement. There are distortions 

 

sandwich shear and bending moment response. 
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Figure 10 represents the sandwich laminate response for a clamped beam with an end 

shear force. The applied load of 5	N produce shear and bending stresses. There is 

sectional distortion but the average value approximates �� for the sectional modulus. 

However, the sectional modulus diverges strongly when stresses get close to yielding 

stresses. There is also the case of pure bending. The loading cause compression stresses 

on the bottom to tension on the top surface of the laminate.  

4. CONCLUSION 

Several solutions can be attempted for choosing core materials for sandwich structures. 

The performance of light laminates with stiff skin metals are limited by properties of 

core materials. Pultruded rod inserts on the core material increase performance of 

laminate to axial loading but they have low bending stiffness. They have the advantage 

in reducing overall stresses on the core material. Laminates using honeycomb as core 

material with metal skin are promising alternatives to increase structural performance. A 

stiff skin is crucial on reducing global displacements.  
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RESUMEN

Salt gradient solar ponds are low cost solar collectors that can store heat in the long term and
can deliver energy during the day and the night. For a better design, it’s important to count with
computational tools that allow the simulation of the thermal behavior of these bodies. As the
highest temperatures in the ponds are achieved at the bottom, part of the stored heat is lost to
the ground, affecting the pond’s efficiency. Therefore it’s relevant to have a good representation
of the energy fluxes at the boundary of the bottom of the pond and the ground beneath it. In the
present study, a one-dimensional transient model is developed in Matlab to represent the thermal
evolution in a salt gradient solar pond and the ground beneath it. The implicit finite difference
method is used for solving the equations. Experimental data from an indoor laboratory-scale
solar pond is used for the development, calibration and validation of the model. Further, the
model is validated with measurements of three additional salt gradient solar ponds available in
literature.

1. INTRODUCTION

Salt gradient solar ponds (SGSPs) are low-cost heat collectors that can store heat from the
solar radiation in the long-term and can deliver energy during the day and the night [1]. A
SGSP is a body of water with three characteristic regions: the upper convective zone (UCZ),
the non-convective zone (NCZ) and the lower convective zone (LCZ) [1], as shown in
Figure 1. The LCZ consists in a homogeneous solution with high concentrations of salts.
Above it, in the NCZ, a salinity gradient is established, such that water closer to the surface
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is always less salty than the water below it. This region acts as an insulating layer of the 

LCZ, because as the hotter saltier water at the bottom of the gradient remains denser than 

the colder less salty water above it, no convection occurs [2]. Therefore, the only heat 

losses from the LCZ to the atmosphere are due to conduction, but if the NCZ is thick 

enough and as the water’s thermal conductivity is relatively low, these fluxes occur at a 

low rate and high temperatures are achieved at the bottom [3], with typical ranging 

temperatures between 50 and 90°C [2].  At last, the UCZ is formed by a thin layer of fresh 

water and its main purpose is to protect the salt gradient from wind and evaporation [4]. 

For a better design and performance evaluation of a SGSP, it’s important to count with 

computational tools that allow the simulation of the thermal behavior of these bodies. 

Several analytical [1, 5, 6] and numerical models [6-8] have been developed to describe 

and predict the temperature distribution in SGSPs. Although analytical models are less 

expensive to construct and may be a good approximation for steady regime, they fail when 

unsteady conditions need to be studied [9]. Numerical models instead, can be adapted to 

specific scenarios and unsteady boundary conditions can be used. Further, as heat losses 

to the ground beneath SGSP play an important role in the pond’s efficiency, multiple 

models have included the ground in the numerical analysis [4, 7-11]. [7] built a numerical 

model in which the ground beneath the SGSP was treated as a single layer that separated 

the SGSP from the groundwater table, so only a constant gradient of temperature could be 

assumed between the SGSP’s bottom and the water table. This approach may fail in 

representing certain scenarios in which heat is extracted from the LCZ. According to [11], 

when heat is removed from the LCZ, the ground acts as an additional volume of heat 

storage. Nevertheless, to have a good representation of heat storage in the ground, multiple 

layers are required. 

In the present study, a one-dimensional transient model was developed in Matlab 2013a to 

represent the thermal evolution of a SGSP and the ground beneath it, by using the implicit 

finite difference method. The model was calibrated and validated using an indoor 

laboratory-scale solar pond, where artificial lights were used to mimic the solar radiation. 

Further, the model was validated with measurements of three additional salt gradient solar 

ponds available in literature [3, 12, 8], all exposed to the atmosphere and the solar 

radiation. The aim of this work is to build a simple and flexible tool for predicting 

temperatures in a SGSP and the ground beneath it, capable of representing multiple 

scenarios, with the feature of including detailed ground heat fluxes. 
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Figure 1: Energy balance in the different regions of a SGSP. 

 

2.  MATERIALS AND METHODS 

2.1 THERMAL MODEL 

The thermal evolution in a SGSP can be treated as a one-dimensional transient conduction 

with heat generation [11]. The implicit finite difference method can be used to describe the 

thermal dynamics in the SGSP and the ground beneath it. Because of that, the domain is 

divided into multiple horizontal layers, each of them with uniform properties. It is assumed 

that the UCZ and the LCZ are completely mixed, i.e., their temperatures are uniform and 

therefore, they are treated as single layers. Instead, multiple thinner layers are used to 

represent the NCZ and the ground beneath the SGSP. The salt diffusion process is not 

considered in the model, thus the thickness of the different regions in the SGSP (UCZ, 

NCZ and LCZ) are assumed to be constant in time. The brine’s thermal properties are 

defined in function of the salt concentration and the temperature, according to [4]. 

The energy balance in the NCZ is governed by the heat diffusion, with two additional 

fluxes corresponding to the heat loss to the walls that surround the pond and an energy 

source associated to the radiative fluxes [10]. The NCZ thermal evolution is described by 

equation (1), where ρ is density; CP is specific heat, k is thermal conductivity, T is 

temperature, ∆z is the layer’s thickness and ∆t is the model’s time step length. The terms Ii 

and Ii+1 represent the incoming and outgoing radiation from the ith layer, respectively.  The 

attenuation of the radiation through the water column is assumed to be exponential as 

described by the Beer’s Law in equation (2) [13], where α is the albedo; µ is the longwave 

radiation absorption coefficient, ŋ is the attenuation coefficient and w is the fraction of 

radiation lost in the air between the SGSP’s surface and the height of the measured value. 

Heat conduction from the ith layer to the layer beneath it, is represented by QC,i and 
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calculated using equation (3). Heat loss to walls is represented by Qw,i, and calculated with 

equation (4) where Uw is the overall convective heat coefficient between the perimeter and 

the boundary in which the temperature (Ta) is known. 

𝜌𝑖
𝑛𝐶𝑃,𝑖

𝑛 ∆𝑧𝑖 (
𝑇𝑖

𝑛+1 − 𝑇𝑖
𝑛

∆𝑡
) = 𝑄𝐶,𝑖

n+1 + 𝑄𝐶,𝑖−1
n+1 + 𝐼𝑖 − 𝑄𝑊,𝑖 − 𝐼𝑖+1                                             (1) 

𝐼(𝑧) = (1 − 𝑤)(1 − 𝛼)(1 − 𝜇) exp(−ŋ𝑧)                                                                              (2) 

𝑄𝐶,𝑖
𝑛+1 = (

𝑘𝑖 + 𝑘𝑖+1

2
) (

𝑇𝑖
𝑛+1 − 𝑇𝑖+1

𝑛+1

∆𝑧𝑖
)                                                                                       (3) 

𝑄𝑤,𝑖 = 𝑈𝑤(𝑇𝑖
𝑛+1 − 𝑇𝑎

𝑛+1)                                                                                                             (4) 

The energy balance for the UCZ is given by equation (5). The heat fluxes in the boundary 

between the surface of the SGSP and the ambient are given by Qe, Ql and Qs, which 

represent the evaporation loss, the long-wave radiation and the sensible heat, respectively, 

which are estimated as [14]. 

 𝜌𝑢
𝑛𝐶𝑃,𝑢

𝑛 𝑧𝑢 (
𝑇𝑈

𝑛+1−𝑇𝑈
𝑛

∆𝑡
) = 𝑄𝐶,𝑢

n+1 + 𝐼𝑢 − 𝐼𝑢+1 − 𝑄𝑒 − 𝑄𝑙 − 𝑄𝑠 − 𝑄𝑤,u                                    (5) 

The energy balance for the LCZ is described in equation (6). The term Qg represents the 

convective heat loss to ground, which is calculated with equation (7). The convective heat 

coefficient between the LCZ and the surface of the bottom of the SGSP is represented by 

h1 and it’s assumed to be constant and equal to 78.12 W/m2 K [7]. The term Quse represents 

the extracted heat from the LCZ.  

𝜌𝑙𝐶𝑃,𝑙𝑧𝑙 (
𝑇𝐿

𝑛+1 − 𝑇𝐿
𝑛

∆𝑡
) = 𝑄𝐶,𝑙−1 + 𝐼𝑙 − 𝑄𝑤,l − 𝑄𝑔 − 𝑄𝑢𝑠𝑒                                                     (6) 

𝑄𝑔 = ℎ1(𝑇𝐿
𝑛+1 − 𝑇𝐿

𝑛+1)                                                                                                                (7) 

Finally, the energy balance for the kth layer in the ground beneath the pond, is given by the 

following expression: 

𝜌𝑘𝐶𝑃,𝑘∆𝑧𝑘 (
𝑇𝑘

𝑛+1 − 𝑇𝑘
𝑛

∆𝑡
) = 𝑄c,k + 𝑄c,k−1 + 𝑄𝑤,𝑘                                                                (8) 

2.2 BOUNDARY CONDITIONS 

Meteorological data, i.e., radiation, relative humidity, air temperature and wind speed, is 

used for the upper boundary condition. The lower boundary condition is given by a known 

heat flux QN at the deepest layer of the domain and can be calculated in two different ways 

depending of the scenario. If the domain limits with ground at its bottom, the heat flux is 

given by conduction (equation (9)), where Tg is a known temperature of the ground beneath 

the model’s domain. For the other scenario, if the model limits with the water table, the 

heat flux between the Nth layer and the water table is treated as a convective flux (equation 

(10)), where Tw is the groundwater’s temperature and h2 represents the convective heat 

coefficient between the ground and the surface of the groundwater sink, assumed to be 

constant and equal to 185.8 W/m2 K [7]. 

25



5 

 

 

𝑄𝑁
𝑛+1 = 𝐾𝑁

(𝑇𝑔
𝑛 − 𝑇𝑁

𝑛)

∆𝑧𝑁
                                                                                                               (9) 

𝑄𝑁
𝑛+1 = ℎ2(𝑇𝑤

𝑛 − 𝑇𝑁
𝑛)                                                                                                                  (10) 

A known lateral energy flux, Qw, in the boundary between perimeter of the domain and the 

ground surrounding it, is used as the lateral boundary condition. For unburied SGSPs, Qw 

is calculated with equation (11), where Ta is the temperature of the ambient and Uw 

represents the overall convective heat coefficient of the wall. For buried SGSPs, at a certain 

lateral distance xg, heat fluxes coming from the pond are negligible and the temperature in 

the ground can be assumed constant and equal to the yearly average of the ambient (Tavg) 

[4]. Lateral heat loss to ground is calculated with equation (12). The overall heat coefficient 

(Uw) is calculated with equation (13), where the subindex m represent different materials, 

M the total amount of materials and Rm the equivalent thermal resistance to heat transfer 

due to conduction.  

𝑄𝑤,𝑖
𝑛+1 = 𝑈𝑤,𝑖(𝑇𝑎

𝑛 − 𝑇𝑖
𝑛)                                                                                                               (11) 

𝑄𝑤,𝑖
𝑛+1 =  𝑈𝑤,𝑖(𝑇𝑎𝑣𝑔

𝑛 − 𝑇𝑖
𝑛)                                                                                                          (12) 

𝑈𝑤 =
1

∑ 𝑅𝑚
𝑀
𝑚=1

=
1

∑
𝑥𝑔,𝑚

𝑘𝑔,𝑚

𝑀
𝑚=1

                                                                                                  (13) 

2.3 EXPERIMENTAL SETUP 

The development and calibration of the model are done using a small-scale experimental 

SGSP. The pond was rectangular in shape, with a 2.82-m2 surface and a 0.93- m depth. An 

11-cm thickness layer of concrete surrounded the SGSP and the e rest of the domain around 

the concrete was filled with sand (Figure 2(a)). The pond was constructed indoor, in order 

to have controlled environmental conditions. Six high-intensity discharge lamps were used 

to mimic the solar radiation. The short-wave radiation was measured 7 cm above the 

SGSP’s surface using a pyranometer. Temperatures of the air, the water column and the 

ground beneath the SGSP were measured with a high-resolution distributed temperature 

sensing (DTS) system every 1.1 cm depth within the water column and the ground beneath 

it. Relative humidity was measured 8 cm above the SGSP’s surface. All the instrumentation 

used in the experiment recorded data every 5 minutes. An 8-cm diameter salt-charger was 

installed next to one of the SGSP’s wall to add salts to the LCZ, in order to counteract the 

salt diffusion process and maintain a saturated concentration in the bottom (Figure 2(b)). 

Further, fresh water was pumped into the UCZ through an inlet pipe to compensate the 

water losses by evaporation. 
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Figure 2: (a) Schematic view of experiment’s domain. (b) Experimental setup. 

 

3. RESULTS AND DISCUSSION 

3.1 CALIBRATION AND VALIDATION WITH THE EXPERIMENTAL SGSP 

Figure 3 shows the modeled and experimental temperature evolution of the UCZ and the 

LCZ, during a period of 44 days. The first 16 days correspond to the calibration period, in 

which two parameters associated to the radiation, the long-wave absorption coefficient and 

extinction coefficient, are calibrated (ŋ=1.3, µ=0.68). During the calibration period, the 

discharge lamps were powered on continuously, with an average radiation of 308.7 W/m2. 

A good agreement is observed between experimental and modeled temperatures, with a 

root mean square error (RMSE) of 0.73°C for the UCZ and 0.24°C for the LCZ. 

The last 28 days correspond to the validation period, in which the discharge lamps were 

programmed in a 12-12 configuration, i.e., they were powered on for 12 hours and powered 

off for the rest 12 of the day, in order to mimic a daylight cycle. The average radiation 

during the validation period was 251.1 W/m2. It is observed that the RMSE for the 

validation period for both UCZ and LCZ increases, in comparison to the calibration period. 

In the case of the UCZ, with a RMSE of 1.34°C, despite both experimental and modeled 

temperatures have a similar trend, experimental temperatures show a bigger variability 

during the day-night cycle, reaching higher temperatures during the day and lower 

temperatures during the night. The different amplitude in the oscillations can be explained 

because the measured air temperature, used for the upper boundary condition, could have 

been mildly affected by the heat fluxes coming from the SGSP’s surface and the higher 

amount of water vapor. As the amount of water particles in the air near the SGSP’s surface 

was higher, the specific heat of the air was also bigger, so more energy was required to 

vary the temperature of a certain mass of air. Because of this, the measured air temperatures 

are expected to have smaller oscillations than the real ambient temperatures. 
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Figure 3: Modeled and experimental thermal evolution in the domain. 

Another source of error during the validation period could have been given by the 

operation conditions, in which events with smaller time scales than the model time steps 

occurred. When the lamps were powered on, the top of the UCZ received abruptly the 

incoming radiation as the flux changed from 0 W/m2 to over 300 W/m2 in a short interval 

of time (<1 minute). The same happened in the opposite situation, when the lamps were 

powered off, as the radiation decreased abruptly to zero. Given that the experimental data 

was recorded with a 5-minutes frequency, it is expected that the model have higher errors 

in events occurring at smaller scales of time.  

 

3.2 VALIDATION WITH LITERATURE SGSPS 

The model was validated with experimental data from three additional SGSPs, located in 

El-Paso, USA [3]; Kuwait City, Kuwait [8] and Barcelona, Spain [12]. The three SGSPs 

were exposed to the atmosphere, i.e., they were heated with the solar radiation. The 

validation was done with 1-year datasets and no heat is extracted from the SGSPs during 

that period. The dimensions of the different SGSPs are presented in Table 1.  

SGSP El-Paso Kuwait City Barcelona 

Area (m2) 3,000 8 50 

Perimeter (m) 260 12 25.1 

UCZ thickness (m) 0.7 0.2 0.3 

NCZ thickness (m) 1.2 0.4 1.7 

LCZ thickness (m) 1.35 0.3 0.8 

Buried Yes Yes No 

Table 1: Dimensions of the different SGSPs. 

Given that the model’s radiation parameters were calibrated based in the decay of the 

radiative fluxes of artificial discharge lamps, these were recalibrated in order to have a 
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better representation of the sun’s radiative fluxes. According to [15], one of the main 

factors that result in the different thermal behavior between small and large-scale SGSPs 

is given by the different light radiation spectrums and intensities between the natural 

sunlight and the artificial discharge lamps. 

The monthly observed and modeled temperatures in the UCZ and the LCZ of the three 

SGSPs are shown in Figure 4. After the recalibration, the extinction coefficient is reduced 

from 1.3 to 1.1 m-1 and the long-wave absorption coefficient from 0.68 to 0.37. The RMSEs 

in both UCZ and LCZ are higher in comparison to the RMSEs obtained with the 

experimental SGSP in Santiago. One of the main factors in the higher error is given by the 

lack of detailed information in the literature SGSPs. For example, only monthly averages 

were used for the meteorological data and the ground properties were estimated based in 

the observed in nearby sectors. Nevertheless, modeled temperatures showed to be a good 

approximation considering the limited input data that was used. 

 
Figure 4: Model validation with literature SGSPs 

 

4. CONCLUSIONS 

In this study, a simple one-dimensional transient model to predict the temperatures in a 

SGSP and the ground beneath it, was developed using the finite difference method. The 

model was calibrated and validated with an experimental SGSP, heated with high-intensity 

discharge lamps, and good agreement was observed, with a RMSE of 1.34°C for the UCZ 

and of 1.32°C for the LCZ. Further, it was demonstrated that the model could also make a 

good prediction in the temperature evolution of three SGSPs exposed to the solar radiation, 

in different locations and with different dimensions. A smaller absorption and extinction 

coefficient were required to represent correctly the attenuation of the sun’s radiative fluxes 

through the water. Results with the model can be improved if the input data is more 

detailed. 
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RESUMEN

Este estudio tiene como propósito la adaptación y ensayo de un algoritmo que permite realizar
un análisis global/local no intrusivo de una estructura elástica lineal con singularidades, utili-
zando software de análisis de elementos finitos. Se define como esquema de análisis un proceso
iterativo que busca minimizar los desequilibrios en la interfaz global/local mediante la compen-
sación de los efectos de la flexibilidad entregados por el dominio local. Luego de la selección de
un software (Code Aster), se escribe el algoritmo en ambiente Python. Este se valida mediante
un análisis realizado previamente a una estructura simple con un software comercial (Samcef)
y comparando con el resultado del algoritmo. Se observa a través de un análisis del error re-
sidual que el sistema tiende a la convergencia desde el principio y que a partir de la octava
iteración ambos sistemas se estabilizan bajo un mismo valor. Para los otros ensayos realizados
se encuentra un comportamiento similar. Se discuten los resultados desde el punto de vista del
tiempo de procesamiento y las ventajas del algoritmo en la modelación en estructuras complejas
con singularidades.

1. INTRODUCCIÓN

En muchas aplicaciones es común encontrar estructuras con singularidades tales como aguje-
ros, grietas, zonas plásticas, entre otros. Estas discontinuidades podrían complicar un análisis
de la estructura, ya que las zonas inmediatas a ellas sufren de cambios drásticos en su comporta-
miento estructural, por lo que se vuelve necesario estudiar estas áreas con suficiente detalle para
obtener resultados precisos y no incurrir en errores que pueden resultar críticos, y dependiendo
de la relevancia de la estructura, incluso catastróficos.
Cuando las estructuras poseen una alta complejidad geométrica y/o sus dimensiones son
muy grandes con respecto al área afectada por la singularidad, se debe utilizar una
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estructura de malla óptima para llegar a una solución sin comprometer la precisión de 

los resultados. Esto se puede llevar a cabo a través de un análisis global/local que 

consiste en realizar un análisis global del sistema sin considerar las singularidades, para 

luego realizar un análisis en detalle de la zona local afectada, mediante una 

discretización más fina. 

El estudio del método realizado por Mote [1], utiliza como condiciones de borde para 

el modelo local desplazamientos de la interfaz global/local obtenidos desde el modelo 

global, simulando de esta manera la influencia del modelo global sobre el local. Este 

proceso para disminuir el error de desequilibrio producido en la interfaz, utiliza 

ecuaciones de interpolación en ambos sistemas.  Por otro lado, Whitcomb [2] genera 

un proceso iterativo del análisis global/local utilizando una corrección de los 

desplazamientos usados como condición de borde en el análisis local. Basándose en el 

método anterior Gendre et al. [3] realizan análisis con plasticidad local, sin 

introducción de errores basado en aproximaciones asumidas y está basado en cálculos 

de elementos finitos. 

 

2. MARCO TEÓRICO 

 

Para explicar la teoría se utiliza el problema de referencia entregado por Gendre et al. 

[3], el cual considera un problema elástico con plasticidad local en una región pequeña 

de la estructura. La representación de toda la estructura se denomina modelo global que 

se define sobre el dominio global Ω. La zona en donde ocurre la plasticidad se conoce 

como dominio de interés Ω𝐼, el cual es un subdominio del dominio global, y donde se 

define el modelo local. La región restante se considera completamente elástica y se 

define como dominio complementario Ω𝐶. Por último, la frontera que une ambos 

dominios se denomina interfaz Γ. 

El modelo local es usado para reemplazar el dominio de interés Ω𝐼, en el modelo global 

como se muestra en la Figura 1.  

 
Figura 1. Esquema de la técnica de retroalimentación [3]. 

La resolución no-intrusiva en el método global/local se logra intercambiando 

información entre ambos modelos (global y local), para luego acoplar el modelo local 

al dominio complementario del modelo global. Este intercambio de información es un 

proceso iterativo que se basa en el método de Netwon-Rapshon, donde se busca la 

convergencia en la interfaz. 

Para llevar a cabo este proceso es necesario que se cumpla que tanto el modelo local en su 

dominio de interés, como el modelo global en su dominio complementario deben satisfacer 

sus ecuaciones constitutivas y condiciones de bordes respectivas, y además deben 
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encontrarse en equilibrio en su interfaz, lo cual implica que los desplazamientos del modelo 

global y local en la interfaz deben ser iguales y la suma de las reacciones en la interfaz 

global/local debe ser igual a cero. En la Figura 2 se muestra el diagrama de flujo 

correspondiente al algoritmo del proceso de análisis global/local no- intrusivo. 

 

 

Figura 2. Diagrama de flujo del algoritmo. 

En el intercambio de información entre ambos modelos primeramente se realiza un 

análisis global que cumple con la Ecuación (1), siendo previamente conocidas las 

condiciones de borde, fuerzas y desplazamientos descritos en el sistema. 

 ℎ𝐺(𝑢𝐺) = 𝜆𝐺 (1) 

Donde ℎ𝐺corresponde a la matriz de rigidez, 𝑢𝐺  y 𝜆𝐺 a los desplazamientos y 

reacciones globales, respectivamente. La solución de esta ecuación permite obtener los 

desplazamientos 𝑢Γ
𝐺 y las reacciones 𝜆Γ

𝐺 correspondientes a la interfaz. Con esta 

información como punto de partida los pasos de la iteración son los siguientes: 

1. Análisis local: Se realiza un análisis local (Ecuación (2)), considerando como 

condiciones de borde los desplazamientos de la interfaz Γ (Ecuación (3)) 

correspondientes a las condiciones globales, con el objetivo de mantener el 

equilibrio.  

 
𝜆𝐿 = ℎ𝐿(𝑢𝐿) (2) 

 
𝑢Γ

𝐿 = 𝑢Γ
𝐺 (3) 
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2. Residuo: Corresponde al vector de carga que resulta del desequilibrio en la 

interfaz entre el modelo global y local (Ecuación (4)), luego de aplicar la 

condición de borde de desplazamiento producto de la diferencia de flexibilidad 

en las mallas de los modelos. Al encontrarse el sistema en equilibrio el residuo 

debe ser igual a cero, o en su defecto lo suficientemente pequeño, al suceder 

esto las iteraciones se detienen. 

 
𝑟 = −(𝜆Γ

𝐺 + 𝜆Γ
𝐿) (4) 

Si el residuo no converge a cero entonces se continúa con el siguiente paso. Para este 

estudio se ha utilizado como criterio de convergencia la evaluación del error residual 

en la interfaz, este se obtiene mediante: 

 
𝑁 =

‖𝑟Γ‖

‖𝜆Γ
𝐺‖

 (5) 

Donde: 

 ‖𝑟Γ‖ corresponde a la norma del vector de residuo en la interfaz y 

 ‖𝜆Γ
𝐺‖ a la norma del vector de reacciones globales en la interfaz. 

Con este parámetro se conoce el error de las reacciones del modelo local en la interfaz, 

𝜆Γ
𝐿 , con respecto a las reacciones en la interfaz del modelo global 𝜆Γ

𝐺. 

3. Corrección global: Para realizar la corrección se aplica el residuo como una 

carga interna extra en el modelo global, mientras que las fuerzas y 

desplazamientos prescritos se eliminan; con ello se obtienen los 

desplazamientos en la interfaz debido al efecto del desequilibrio en el modelo 

global. La función equivalente a esto corresponde a la Ecuación (6).  

 
𝑆Γ

𝐺Δ𝑢Γ
𝐺 = 𝑟Γ (6) 

Donde 𝑆Γ
𝐺  es el complemento de Schur, que corresponde a un equivalente de la 

rigidez en la interfaz. Este complemento no se aplica directamente, ya que se 

realiza el análisis global con las condiciones correspondientes a la corrección 

global y se obtienen directamente los desplazamientos Δ𝑢𝐺, de donde se extraen 

los desplazamientos de la interfaz, Δ𝑢Γ
𝐺. 

La corrección se realiza en el desplazamiento en la interfaz del sistema global 

como lo muestra la Ecuación (7).  

 
𝑢′Γ

𝐺 ← 𝑢Γ
𝐺 + Δ𝑢Γ

𝐺  (7) 

Finalmente, la nueva solución de desplazamiento del sistema global 𝑢′Γ
𝐺 , se utiliza para 

volver al primer paso de la iteración. 

 

3. ENSAYOS NUMÉRICOS 

 

Los análisis global y local son realizados a través de Code Aster. Este es un software 

de análisis de elementos finitos de código libre que no incluye pre-procesamiento ni 

post-procesamiento, pero tiene compatibilidad con otros programas que cumplen tal 

función. El código del algoritmo fue escrito en ambiente Python, debido a las 

facilidades de integración con Code Aster.  

Se realizan tres ensayos numéricos para la validación del algoritmo. El primero es un 

ensayo sin singularidad con resultados conocidos mediante análisis con el software 

comercial Samcef, el segundo es un problema de placa con agujero central y el tercero es 

una oreja con grieta. 
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Para el primer ensayo se tiene una estructura como se muestra en la Figura 3, y sus valores 

referenciales provienen de la aplicación del método global/local donde las iteraciones se 

realizaron de forma manual, y los análisis del modelo global y local utilizando Samcef. 

 
Figura 3. Dominios y discretización; a) Modelo global; b) Modelo local; c) Modelo 

global refinado. 

La comparación de los resultados referenciales y los obtenidos a través de la utilización del 

código se hace mediante la evaluación del error residual en la interfaz.En la Figura 4, se 

observa que ambas formas de aplicar el método convergen y en la novena iteración 

alcanzan ambos el mismo valor, por lo que se tiene que el código funciona de la manera 

esperada. 

 
Figura 4. Comparación del error residual por medio del código desarrollado e 

iteración manual con Samcef. 

El segundo ensayo corresponde a una placa de acero con agujero sometida a tensión 

como la que se muestra en la Figura 5. La discretización utilizada para el modelo global 

se observa en la Figura 6a. con la línea ennegrecida representando la interfaz del 

sistema. En la Figura 6b. se encuentra la discretización correspondiente al modelo local, 

donde se incluye el agujero. 
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Figura 5. Esquema de ensayo placa con agujero. 

 
Figura 6. Discretización: a) Modelo global; b) Modelo local; c) Modelo global con 

refinamiento local. 

La Figura 7 muestra el comportamiento convergente del error residual del modelo local 

con respecto al modelo global y los esfuerzos máximos para el análisis utilizando el 

algoritmo, malla refinada y teórico. El esfuerzo máximo en el eje y obtenido a través 

del algoritmo es 307,4 [Pa], el cual difiere en 2,33% del teórico que es igual a 300 [Pa], 

por otro lado el esfuerzo máximo en el eje y obtenido a través de un modelo con 

refinamiento local es igual a 305,2 [Pa], teniendo una diferencia de 1,67% del valor 

teórico. El tiempo de ejecución del análisis utilizando el algoritmo es de 55,7 segundos 

y el de un análisis global con refinamiento local es de 1,2 segundos. 

 
Figura 7. Error residual y esfuerzo máximo según algoritmo, malla refinada y teórico. 

A pesar de que la solución obtenida con el algoritmo tiene mayor error en los esfuerzos 

máximos, este error debiese disminuir si se mejora la calidad de la malla. Esto de acuerdo 
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a ensayos realizados para este mismo problema [4], con una menor calidad de malla donde 

se obtiene un alto error en los esfuerzos máximos. 

El último ensayo corresponde a una oreja de aluminio con  grieta y una carga distribuida 

que simula un pasador sometido a tracción como se muestra en la Figura 8. La 

discretización utilizada para el modelo global se observa en la Figura 9a. y para el modelo 

local, en la Figura 9b, sin grieta definida.  

 
Figura 8. Esquema de ensayo de oreja con grieta [2]. 

 
Figura 9. Discretización: a) Modelo global; b) Modelo local; c) Modelo global con 

refinamiento local. 

En este ensayo por la presencia de grieta se usa un híbrido entre Code Aster y X-FEM 

para el análisis, donde este último realiza un enriquecimiento en el mallado de la zona 

de la grieta basándose en la malla creada para una geometría sin grieta, como se ve en 

la Figura 9b. Esto lo realiza a través de un método iterativo, en el cual se define la grieta 

y tiene como criterio de detención el tamaño deseado para los elementos en la punta de 

la grieta [5]. El enriquecimiento se puede observar en la Figura 10. 

 
Figura 10. Acercamiento en punta de grieta de malla local enriquecida. 

La Figura 11 muestra el comportamiento convergente del error residual. En cuanto al factor 

de intensidad de esfuerzo, 𝐾𝐼, se aprecia que para el análisis utilizando el algoritmo este tiene 

una diferencia de 1,3% con respecto a la literatura [6], donde se encuentra un 𝐾𝐼=8,42 [MPa]. 
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Aun así, esta diferencia es menor que la existente entre la literatura y el factor de intensidad 

de esfuerzo obtenido a través de un análisis global con refinamiento local donde hay un 

error de 2,6%. El tiempo de ejecución del análisis utilizando el algoritmo es de 120,6 

segundos y el de un análisis global con refinamiento local es de 3,2 segundos. 

 
Figura 11. Error residual y factor de intensidad de esfuerzo para algoritmo, malla 

refinada y teórico. 

En la Figura 12 se muestra la diferencia que se produce en el factor de intensidad de 

esfuerzo, comparado con la literatura [6], para distintos tamaños de grieta e igual tamaño 

del dominio de interés. Se observa un incremento en el error a mayores tamaños de grieta, 

debido a que mientras mayor sea esta. Para corregir este problema, se sugiere modificar el 

dominio de interés de acuerdo al tamaño de la grieta, esto se deduce de resultados obtenidos 

en un análisis realizado a este mismo problema, con una grieta mayor a las del análisis de 

sensibilidad y un dominio de interés que cubría más del 50% de la superficie de la oreja. 

 
Figura 12. Análisis de sensibilidad del factor de concentración de esfuerzo para 

distintos tamaños de grieta y tamaño de dominio constante. 

4. CONCLUSIONES 

 

El primer ensayo numérico de un problema sin singularidad entrega que el código escrito 

para el método global/local funciona correctamente, coincidiendo en la novena iteración 

con los valores de referencia del error residual en la interfaz. 
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En el análisis de la placa con agujero, el algoritmo tiene un tiempo de ejecución mayor 

que un análisis global con refinamiento localizado. Mientras que el error en el factor de 

concentración de esfuerzo para el algoritmo es de 2,33% y para la malla con refinamiento 

localizado es de 1,67%, ambos con respecto al factor de concentración de esfuerzos 

teórico. Para una mejor calidad de malla se espera disminución en el error de los 

esfuerzos máximos en el eje y. 

En el ensayo de una oreja con grieta, el tiempo de obtención de resultados es mayor para 

el algoritmo por sobre la malla refinada. El error en el factor de intensidad de esfuerzo 

para el algoritmo es de 1,3%, mientras que para la malla refinada es de un 2,6%. Además, 

para este problema, del análisis de sensibilidad realizado al algoritmo se obtiene que a 

medida aumenta el tamaño de la grieta, aumenta el error en el factor de intensidad de 

esfuerzo, alcanzando para una grieta de 1,27 [mm] una diferencia de 46,94% con respecto 

al valor teórico. 

El método global/local no intrusivo utilizado en este estudio, presenta como principal 

ventaja el realizar los análisis locales sin necesidad de intervenir la estructura principal, 

por lo tanto, a pesar de tiempos de procesamiento altos del algoritmo en comparación 

con un análisis global con malla localmente refinada, como los presentados en los 

ensayos, se estima que el tiempo de preparación previo al análisis, ya sea geometrías y/o 

mallados, es menor con el uso del algoritmo, especialmente si aumenta la complejidad 

de las estructuras. Por otro lado, el bajo valor en los errores analizados indica que el 

modelo puede ser confiable si se selecciona dominios de interés y mallas adecuadas. 
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RESUMEN

Chile espera al año 2035 que el 60% de su electricidad provenga de fuentes renovables, para
lo cual se requieren tecnologías eficientes y de operación continua. Las plantas concentradoras
solares con acumulación de energía en sales y que utilizan un ciclo Rankine de generación son
una alternativa, pero la eficiencia del ciclo se ve perjudicada por las altas temperaturas diurnas
y la escasez de agua del norte. Una alternativa son los ciclos Brayton con CO2 supercrítico
(sCO2), los cuales presentan altas eficiencias y requerimientos de agua mínimos.
Este proyecto desarrolla un modelo numérico transiente de un ciclo Brayton con sCO2 utilizan-
do Simulink de Matlab. La energía térmica es suministrada desde una torre concentradora solar
y no se contempla acumulación. El modelo permite el análisis de la planta con respecto a las
variaciones en las condiciones ambientales (radiación solar y temperatura) durante todo un año,
para así determinar su eficiencia, potencia y rangos de presiones más apropiados para distintas
configuraciones y enfriamiento seco (debido a la escasez de agua). Los resultados permitirán
discernir cuales son los parámetros, configuraciones y equipos claves para optimizar potencias,
eficiencias y requerimiento de agua.

1. INTRODUCCIÓN

Las plantas de potencia CSP (Concentrated Solar Power) se presentan como una alternativa de
generación menos contaminante donde el ciclo de potencia Rankine es el más usado [1]. Se han
desarrollado simulaciones con campos solares parabólicos [2], escalamiento de plantas según
parámetros establecidos [3] y análisis enfocados solamente a la eficiencia de dicho ciclo [4]. Las
sales de Sodio y Nitrato cumplen un rol fundamental en almacenamiento, sin embargo, se ha
comprobado que aumenta su densidad a mayores temperaturas [5] perjudicando al sistema ya
que incrementa la corrosión y perjudica a los componentes del mismo [6] por ello es necesario
controlar los flujos de dichas sales para evitar esta situación en el ciclo de almacenamiento [7].
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La potencia generada depende directamente del campo solar,  pues la cantidad y
direccionamiento de los Helióstatos es determinante y debe ser efectivo tanto para
alimentar la planta como para obtener más aplicaciones viables [8].

Los ciclos Brayton utilizando CO2 en estado Supercrítico presentan inicialmente
como una mejor alternativa [9] respecto a los ciclos Rankine con vapor de agua en
aspectos  como  la  disminución  del  tamaño  de  las  turbo-máquinas  y  óptimas
propiedades  termodinámicas,  potencia  y  costos  asociados.  Por  lo  que  surgen
estudios  y  simulaciones  tanto  estacionarias  como  dinámicas  respecto  a  cómo
tratarlo en ciclos de potencia, presentando diversas configuraciones como Simple y
Re-Compresión [10], dependiendo de la zona y la escasez de agua es que se realizan
simulaciones con distintos métodos de enfriamiento [11]. La optimización de los
ciclos mencionados, se llevan a cabo tanto comparando las distintas configuraciones
como  enfocándose  solamente  en  una  (la  más  eficiente)  [12]  respecto  a  las
condiciones termodinámicas como lo es la presión en el proceso de enfriamiento
[13]. Además de usar lógicas de control [14] se ha desarrollado este último tiempo
los análisis exergéticos de los ciclos considerando las irreversibilidades reflejándose
en eficiencias exergéticas [15], las cuales dan otra mirada a considerar para el mejor
aprovechamiento energético. Es posible dar más aplicaciones híbridas al ciclo para
aprovechar el calor perdido del ciclo con SCO2 [16].

Chile busca generar un 60% de energía eléctrica en base a energías renovables para
el año 2035 y tiene las condiciones ambientales apropiadas para instalar una planta
solar debido a las altas radiaciones solares y extensión de terreno en el Desierto de
Atacama. Por esto se ha realizado una simulación de una planta CSP convencional
[17] considerando dichas condiciones, obteniendo la cantidad de aerogeneradores
necesarios en el proceso de enfriamiento en seco (debido a la escasez de agua), y
por consiguiente, este trabajo busca analizar el comportamiento de una simulación
dinámica del ciclo de potencia con SCO2 en la misma zona (mismas condiciones) y
comparar tanto los resultados de operación (eficiencia y potencia) durante todo un
año, como los requisitos de enfriamiento y condiciones físico-térmicas de las turbo-
máquinas  asociadas,  además  de  obtener  modelos  fehacientes  para  estudios
posteriores.
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2. DESCRIPCIÓN DEL MODELO

Figura 1: Ciclos (a) Simple, (b) Pre-Compresión, (c) Regeneración, (d) Re-
Compresión, (e) Split Expansion. Fuente: Elaboración Propia.

La Figura 1 presenta varias posibles configuraciones de ciclos Brayton operando
con SCO2. La configuración Simple no presenta recuperación de calor por lo que su
eficiencia es baja lo que ha dado hincapié al estudio de más configuraciones [5],
con  uno  o  dos  recuperadores  que  a  fin  de  cuentas  aprovechan  parte  del  calor
perdido,  además,  se  incluyen  más  etapas  de  compresión  y  expansión  para
aprovechar de mejor forma la utilización energética y obtener un incremento en la
eficiencia y potencia generada.

Para la obtención de eficiencias y potencias de las configuraciones presentadas, se
realizan  sus  respectivas  simulaciones  dinámicas  con  la  utilización  del  software
Matlab [18] para aplicaciones ingenieriles, el cual permite la interpolación previa de
propiedades  termodinámicas  del  SCO2,  H2O  y  Aire  a  distintas  condiciones  de
presión y temperatura, para así desarrollar posteriormente las configuraciones en su
herramienta  SIMULINK que permite  el  estudio  transiente  de  los  modelos.  Esta
herramienta  tiene  la  particularidad  de  tratar  las  variables  como  señales  y  las
operaciones de las mismas como diagramas de bloques para optimizar la visual del
trabajo y darles  mayor orden a  los sistemas más complejos.  La carga de tablas
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termodinámicas se logra mediante los comandos de Nist COOLPROP, un programa
escrito  en  distintos  lenguajes  de  programación  que  justamente  propone  más
versatilidad a la obtención de propiedades del fluido que se requiera.

3. ESPECIFICACIONES Y CONSIDERACIONES

Generales: 

La temperatura y radiación solar para el año comprendido entre el día 01-09-2012 y
01-09-2013, de la estación de medición “Crucero II” ubicada en María Elena, los
cuales se emplean en el análisis de las configuraciones mostradas bajo la utilización
de propiedades termodinámicas de los fluidos a distintas presiones y temperaturas,
además son interpoladas por el método de Splines Cúbicos para la posterior carga
de éstos en SIMULINK. 

Campo solar:

Se realiza el cálculo de trayectorias, ángulos e índices solares para la obtención de
fracción directa de radiación solar sobre los helióstatos asumiendo Full Tracking
(seguimiento completo). Se contempla la utilización de 3.900 helióstatos (solo para
generación diaria de electricidad y nulo almacenamiento) y un área efectiva de cada
helióstato de 144 [m2].

Ciclo Almacenamiento y Ciclo de Potencia:

En términos de pérdidas energéticas, se consideran pérdidas en la Torre Solar con
un  Factor  de  forma  igual  a  1  para  pérdidas  por  radiación  y  coeficiente  de
convección equivalente a 10 [W/m2K] (convección natural al ambiente). Se asume
que las turbo-máquinas, intercambiadores y tuberías en configuraciones de Ciclos
de Potencia están bien aisladas. El enfriamiento del ciclo se modela con un Sistema
de Enfriamiento Indirecto que se presenta en la Figura 2,  donde se utiliza agua
como  fluido  refrigerante  del  SCO2  en  circuito  cerrado  y  aire  como  fluido
refrigerante  del  agua.  El  modelamiento  de  intercambiadores  se  realiza  con  el
Método  “Efectividad-NTU”  [9]  donde  tanto  Recuperadores  de  calor  como  el
intercambiador  SCO2–H2O  son  “Intercambiadores  a  contraflujo”  y  el
intercambiador H2O-Aire es de “Flujo Cruzado” donde se controlan los respectivos
flujos de enfriamiento para obtener una temperatura mínima del ciclo de Potencia
(inicio de etapa de compresión) cercana a 42 [°C]. Se considera una presión de 8
[MPa] al final de la expansión.

Se controlan los del SCO2 para obtener temperatura máxima de fluido de trabajo
equivalente a 560 [°C] (lo máximo permisible en el intercambiador de calor debido
a la limitación de temperatura máxima del HTF en ciclo de almacenamiento)
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La configuración de ciclo Rankine contempla una etapa de recalentamiento, una de
precalentamiento abierto y una de Precalentamiento cerrado.

Figura 2: Enfriamiento Indirecto Híbrido. Fuente: Elaboración Propia.

4. RESULTADOS

Los datos de radiación solar son medidos en una superficie horizontal, por lo que se
corrigen para la condición de full tracking en los helióstatos. La Figura 3 muestra
las radiaciones teóricas extraterrestres, terrestres en plano horizontal, medición en
plano horizontal y la que captan los helióstatos durante todo el año (Latitud y Lon-
gitud igual a -22,27° y -59,56°) y las temperaturas fluctúan entre los 5 y 35[°C]:

Figura 3: (a) Radiaciones Extraterrestre Horizontal (Azul), Terrestre Horizontal
(Rojo) y Heliostatos (Cyan). (b) Temperaturas ambientales. Fuente: Elaboración

Propia.

La Figura 4 muestra los diagramas Temperatura-Entropía para las configuraciones
mostradas en la Figura 1.

La eficiencia del ciclo Rankine bajo las condiciones mencionadas equivale a un
32.5%, generando una Potencia de 109,6 [MW] para el día 01-12-2012. El flujo de
aire necesario para enfriamiento es aproximadamente 8720 [kg/s] necesitando 60
ventiladores del tipo indicado en [17].

Por simplicidad los resultados se enfocan en el día 21 de Diciembre (en el cual se
considerarán las condiciones de diseño) y se obtienen los siguientes valores de “Co-
eficientes de transferencia de calor total” (UA) de todos los intercambiadores tanto
de los recuperadores como en la etapa de refrigeración para las distintas configura-
ciones al mediodía.
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Figura 4: Diagrama T-S ciclos Brayton (a)Simple, (b)Regenerativo, (c)Pre-Com-
presión, (d) Re-Compresión, (e)Split-Expansion. Fuente: Elaboración Propia.

Figura 5: Diagrama T-S ciclo Rankine. Fuente: Elaboración Propia.

Figura 6: UA total por configuración. Fuente: Elaboración Propia.
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En la Figura 6 se muestra que el ciclo Simple tiene menores tamaños de los inter-
cambiadores en el proceso de enfriamiento, además no tiene recuperadores por lo
que el ciclo es más “pequeño”. No obstante, en el ciclo de Pre-Compresión predo-
mina el tamaño de los sistemas de enfriamiento, pero como se muestra en la Figura
9, el flujo necesario de aire para enfriar el ciclo es menor. 

Figura 7: Eficiencias ciclos Brayton con SCO2 21 Dic. Fuente: Elaboración Propia.

La Figura 7 presenta las eficiencias térmicas y la Figura 8 muestra la potencia gene-
rada por los distintos ciclos durante el Solsticio de Verano, donde se observa que el
ciclo Split alcanza los 125 [MW] (superior a la potencia del ciclo Rankine) y el
Simple genera 40,3 [MW] (muy inferior).

Figura 8: Potencias ciclos Brayton con SCO2 21 Dic. Fuente: Elaboración Propia.

En la Figura 9 se muestran los flujos de aire para enfriamiento para todas las confi-
guraciones:

Figura 9: Flujos de aire necesarios. Fuente: Elaboración Propia.

Se evalúa como varia la eficiencia del ciclo al variar las presiones de descarga desde
los de 21 a 25 [MPa] obteniendo ratios de presión de 2.62, 2.87 y 3.12 respectiva-
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mente en el ciclo Split (con mayor eficiencia) para evaluar cuál es el mejor ratio de
presion:

Figura 10: (a)Eficiencia y (b) ciclo Split 21 de Dic. Fuente: Elaboración Propia.

Se obtiene que con el mayor ratio de presiones hay un incremento en un 1.29% de
eficiencia y 3,86 [MW] de potencia respecto al menor ratio.

5. CONCLUSIONES

Las  temperaturas  ambientales  inciden  directamente  sobre  las  eficiencias  de  los
ciclos, pues la temperatura mínima de los ciclos está limitada por la temperatura de
entrada del aire a los intercambiadores de enfriamiento. A medida que transcurre el
día, la temperatura del aire de enfriamiento aumenta, por lo que se requiere más
flujo másico para retirar el calor perdido de los ciclos.

El ciclo Split predomina por sobre el de Re-Compresión ya que posee una turbina
más, permitiendo utilizar de mejor manera el calor entrante al ciclo y superando la
potencia generada por el  ciclo Rankine bajo las  mismas condiciones.  Posee una
eficiencia de un 41,9% con respecto al 32,5% del ciclo Rankine, y tiene el mayor
consumo de aire de todas las configuraciones, por lo que se necesitarían 4.87 veces
la cantidad de ventiladores utilizados en el ciclo Rankine, o sea 293 ventiladores.

Si bien el ciclo de Pre-Compresión utiliza menos flujo de aire para enfriamiento, ya
que requiere un mayor tamaño de intercambiadores de calor, queda como alternativa
de estudio incluir variables económicas.

Si bien a  mayor ratio de presión se tiene mayor eficiencia  y potencia,  existe  la
dificultad  técnica  de  que  ductos,  intercambiadores  de  calor  resistan  presiones  y
temperaturas más elevadas.
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RESUMEN

En este trabajo se aborda la resolución de la ecuación del transporte advectiva difusiva. Di-
cha ecuación es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con términos parabólicos e
hiperbólicos,

∂c
∂ t

= ∇(D∇c)−∇vc (1)

donde D es el coeficiente de difusión-dispersión [longitud2/tiempo], c es la concentración
[masa/longitud3], y v es la velocidad [longitud/tiempo].

Uno de los paradigmas numéricos más difundidos para la discretización (y posterior resolución)
de este tipo de sistemas de ecuaciones es el método de las Diferencias Finitas. Dentro de los
métodos de diferencias finitas se puede trabajar con diversos esquemas, así se pueden especificar
métodos explícitos o implícitos en el tiempo o un promedio de ambos esquemas como es el
caso de Crank-Nicolson. El objetivo del presente trabajo es evaluar la precisión de los esquemas
explícitos e implícitos para la resolución de la ecuación de transporte en 3D incluyendo técnicas
de proceso paralelo en tarjetas gráficas (GPUs). En este caso, se profundiza en el efecto del error
al modificar las discretizaciones en el tiempo y/o espacio y se vinculan dichos resultados con los
desempeños computacionales alcanzados por las distintas variantes de los métodos abordados.

1. INTRODUCCIÓN

Los modelos matemáticos en la actualidad han pasado a ser una herramienta indispensable para
la evaluación de modelos conceptuales y, en especial, para la integración de información de
diversa índole. En el modelado de un fenómeno físico específico, muy a menudo se explicita un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales sobre un dominio, con condiciones de
borde e iniciales apropiadas. En este punto, se ha completado el modelo matemático, y apare-
cen los mayores desafíos, dado que solamente la forma más simple de ecuaciones, son capaces
de ser resueltas en forma exacta con los métodos matemáticos disponibles (técnicas analíticas).
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La resolución de estas ecuaciones han motivado el fuerte desarrollo de los métodos numéricos
en las últimas décadas. En adición a lo anterior, la velocidad de procesamiento y capacidad de
memoria de las computadoras han aumentado significativamente, y junto con el desarrollo de
códigos de modelación que permiten trabajar con modelos físicos de mayor tamaño y compleji-
dad, incluso en computadoras de escritorio. En este contexto, una de las operaciones clave para
el modelado numérico de diferentes procesos naturales es la resolución de ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales [1]. Entre éstas se encuentra la ecuación del transporte advectiva
difusiva, en particular muy utilizada en el campo de la mecánica de los fluidos. Esta ecuación
gobierna el transporte de materia, energía, cargas eléctricas y cantidad de movimiento, y por lo
tanto, es ampliamente usada en un gran rango de disciplinas, por ejemplo en biología [2], en
estudios atmosféricos [3], en medicina [4], en química [5], o en física como es el caso de este
trabajo.
El método de las Diferencias Finitas [6], es uno de los paradigmas numéricos más difundidos
para la discretización (y posterior resolución) de este tipo de sistemas de ecuaciones. Dentro
de los métodos de diferencias finitas se puede trabajar con diversos esquemas, así se pueden
especificar métodos explícitos o implícitos en el tiempo (o con un promedio de ambos esquemas
como es el caso de Crank-Nicolson).
En lo referente a las plataformas de hardware, en estos últimos años los procesadores de compu-
tadores (CPU por su sigla en inglés) han tenido, en cuanto a prestaciones, un enlentecimiento en
su desarrollo en comparación a la tasa de años anteriores. Siendo los límites físicos de los com-
ponentes microelectrónicos, basados en semiconductores, la principal causa. En contrapartida,
las tarjetas gráficas (GPUs) surgieron como un recurso computacional paralelo de alto desem-
peño, y de mucho menor costo que el procesamiento paralelo tradicional (cluster de compu-
tadoras). Es así que se ha popularizado en el ámbito científico el uso de las GPUs para resolver
problemas de computación científica [7].
El presente trabajo se enmarca en un esfuerzo de largo aliento sobre la evaluación de los puntos
de equilibrio (trade-offs) entre utilizar métodos matemáticos más precisos (pero intrincados)
o técnicas simples que permitan niveles de paralelismo mayor en arquitecturas de hardware
masivamente paralelas. En particular, este trabajo se centra en estudiar el error numérico al
modificar las discretizaciones en el tiempo y espacio y su relación con los desempeños compu-
tacionales alcanzados por las diferentes versiones de los métodos abordados sobre plataformas
que incluyen GPUs.
El resto del trabajo se estructura de la siguiente forma. En la Sección 2 se estudia la resolu-
ción de la ecuación del transporte mediante el uso de formulaciones explícitas e implícitas de
diferencias finitas. Luego, en la Sección 3, se describen las implementaciones que emplean ar-
quitecturas masivamente paralelas utilizadas en este trabajo para evaluar las relaciones de error
numérico con desempeño computacional. Posteriormente, se presenta la evaluación experimen-
tal en la Sección 4, seguida de un resumen de las conclusiones arribadas durante el trabajo y la
definición de algunas líneas de trabajo futuro en la Sección 5.

2. RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DEL TRANSPORTE

La ecuación del transporte advectiva difusiva, que resume aquellos procesos en los que hay
una transferencia neta o transporte de materia, energía o momento lineal en cantidades gran-
des o microscópicas, matemáticamente es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con
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términos parabólicos e hiperbólicos. La Ecuación 2 resume su formulación matemática,

∂c
∂ t

=
∂

∂x
∂ (D · c)

∂x
− ∂ (v · c)

∂x
(2)

donde c es la concentración [masa/longitud3], D es el coeficiente de difusión-dispersión [long.2

/tiempo] y v es la velocidad [longitud/tiempo].
En general este tipo de ecuaciones no cuentan con una solución analítica, por ello es impres-
cindible el uso de un método numérico para obtener una solución. En este trabajo, se utiliza un
caso muy simple de la ecuación del transporte, que cuenta con una solución analítica, lo que
permite calcular la precisión de las soluciones numéricas.
Para discretizar las ecuaciones se utiliza el método de las Diferencias Finitas, una de las técni-
cas de carácter general que permite la resolución, aproximada, de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales definidas en recintos finitos.
En relación a la evaluación temporal de los términos de flujo, en diferencias finitas se pue-
de optar por un esquema explícito, implícito o de Crank-Nicolson, cada uno con un error de
aproximación diferente, y en el caso de explícito se agregan condiciones de estabilidad para el
esquema.

3. Implementación masivamente paralela de diferencias finitas

Para evaluar los métodos se utilizaron versiones implementadas previamente del método de
diferencias finitas tanto en su variante explícita como implícita. A continuación se describen las
variantes, más detalles de las propuestas se pueden encontrar en [8] para el caso explícito y [9]
para su contraparte implícita.

3.1. Parlelización del método Explícito

El uso de las variantes explícitas de los métodos de diferencias finitas implica bajas dependen-
cias de datos y por lo tanto, su paralelización está acotada solamente por el número de unidades
de procesamiento. Considerando esta situación, en la implementación se buscó maximizar el
grado de paralelización y a la vez alcanzar la escalabilidad en la dimensión del problema, el
diseño de esta propuesta es basado en [8]. Como se trabaja con un volumen cúbico, se dividió el
procesamiento de las distintas secciones de la grilla en diferentes procedimientos, en particular
se crea un procedimiento por cada caso de borde según el siguiente esquema:

8 procedimientos para procesar los vértices del dominio.

12 para procesar las aristas.

6 procedimientos para procesar las caras.

1 procedimiento que procese el interior del volumen.

Todos estos procedimientos pueden correr de manera concurrente ya que los resultados calcula-
dos sólo dependen de datos computados en pasos de tiempo anteriores. De esta manera se puede
alcanzar un paralelismo de tarea trivial a nivel de los diferentes procedimientos.
Como resumen del procedimiento definido se puede ver el Algoritmo 1, donde se especifica el
método explícito para la resolución de la discretización en diferencias finitas de la ecuación de
transporte.
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Algoritmo 1 Paralelización del método explícito para diferencias finitas
1: VectEntrada es el vector que contiene el estado inicial.
2: VecSalida es el vector que contiene el estado final.
3: Inicializacion(VectorEntrada)
4: for t=0 to Tiempo Final do
5: KernelInterior(VecSalida,VecEntrada)
6: KernelVertice1(VecSalida,VecEntrada)
7: ...............
8: KernelArista1(VecrSalida,VecEntrada)
9: ...............

10: KernelCara1(VecSalida,VecEntrada)
11: ...............
12: Sincronizacion
13: VecEntrada =VecSalida
14: end for

3.2. Parlelización del método Implícito

Desde el punto de vista computacional, el desafió mas importantes de esta familia de métodos es
la resolución de un sistema lineal de ecuaciones para cada paso de tiempo, esta implementación
se baso en [11] y [9]. Para la resolución de dicho sistema se empleó el método Strong Implicit
Procedure (SIP)[12].
SIP es un algoritmo iterativo para la resolución de sistemas con matrices en banda(Ax= b, donde
A es un penta-diagonal o hepta-diagonal matriz), como usualmente son las matrices de sistemas
derivados de la resolución de ecuaciones en derivadas parciales usando grillas regulares. Este
método es basado en la descomposición incompleta LU, seguido de sucesivas sustituciones
hacia adelante y hacía atrás intentando minimizar el resto, como muestra el Algoritmo 2. El
método presenta dependencia de datos, lo que limita la paralelización de este. En el algoritmo
de la descomposición y la sustitución hacía adelante, para calcular el punto (i, j,k), es necesario
contar con los puntos (i− 1, j,k),(i, j − 1,k),(i, j,k − 1), y para la sustitución hacia atrás la
dependencia de datos es a la inversa.

Algoritmo 2 SIP
Hacer la descomposición incompleta LU A ≈ LU .
Calcular el Resto rn = b−A · xn.
Calcular el vector Rn (Sustitución hacia adelante) Rn = L−1 · rn.
Calcular ∆x(Sustitución hacia atrás) U ·∆x = Rn.
Volver al paso (2) hasta que el resto sea lo suficientemente pequeño.

Para paralelizar dicho método es necesario paralelizar cada uno de estos procedimientos, en el
caso del cálculo de Resto es posible paralelizarlo dentro de planos XY , de forma similar al es-
quema explícito. Los procedimientos de Sustitución hacia adelante y atrás, y la descomposición
incompleta LU, presentan un dependecias de datos diferente al cálculo del Resto, en este caso
es posible lograr una paralelización dentro de hyperplanos i+ j+k = constante e iterando sobre
los hyperplanos 2.
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Figura 1: División del dominio de trabajo en Hiperplanos i+ j+ k = constante (Extraído de [13]).

4. Evaluación Experimental

En esta sección se analizan la precisión numérica de cada esquema con respecto a la utilización
de diferentes discretizaciones, con diferentes tiempos de simulación, y para distintos ∆t y se
relacionan dichos resultados con los desempeños computacionales alcanzados.
En el resto de la sección primero se presenta la plataforma de hardware utilizada para la eva-
luación experimental, luego se describen los casos de prueba y, por último, se resumen los
resultados experimentales obtenidos.

4.1. Plataforma de Hardware

Las pruebas se realizaron sobre un equipo Dell PowerEdge R720, que posee un procesador Intel
Xeon(R) CPU E5-2620v2 (6 cores de 2.1 GHz, arquitectura Sandy-Bridge) con 128 GB DDR3
de memoria RAM. El equipo cuenta con una tarjeta NVIDIA K40 GPU (2880 CUDA cores de
745 MHz, arquitectura Keplere, con 12 GB DDR5 de memoria) conectada via el bus PCI-e. El
sistema operativo del equipo es Linux Centos v6.5.
Los códigos fueron compilados utilizando gcc v.4.4.7 y el compilador de CUDA (nvcc) 6.5. En
ambos casos se utilizaron las mismas flags de optimización, específicamente −O3 activa. Todas
las implementaciones fueron evaluadas utilizando aritmética de doble precisión.

Caso Dimensión Número de celdas
1 66x34x34 76,296
2 130x64x64 532,480
3 258x130x130 4,360,200
4 514x256x256 33,685,504

Tabla 1: Dimensiones de los casos de prueba utilizados y número de celdas.

4.2. Casos de Prueba

Como caso de prueba se resuelve la ecuación del transporte sobre un prisma rectangular, especí-
ficamente se trabajó sobre un volumen con dimensiones fijas, de largo L, ancho L/2 y alto L/2.
Los diferentes casos se definen según la discretización, ∆t y tiempo de desarrollo de la silulación
utilizado, en particular cuatro tamaños de grilla, 66×34×34, 130×66×66, 258×130×130 y
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514×258×258, 3 puntos de desarrollo de la simulación, simulación para el tiempo completo,
mitad del tiempo y un cuarto del tiempo total, además se utilizaron tres ∆t para cada esquema,
el caso del Explícito (∆t,(∆t)/2,(∆t)/4) y para el esquema Implícito (∆t, (∆t t) × 2, (∆t) × 4 ).
En la simulación se comienza con una concentración de valor 1 en el punto x=(Dimensión X)/4,
y = (Dimensión Y )/2 y Z = (Dimensión Z)/2 y se desarrolla dicha simulación hasta el tiempo
t = (Dimensión X)/2/velocidad, la velocidad solo tiene componente en X .
El paso de tiempo para cada caso se calculó mediante la siguiente expresión:

∆t = (∆x2)/D/7; (3)

Dicha expresión es similar a considerar el número de Fourier en 3 dimensiones. Surge de cal-
cular el tiempo en que una celda alcanza el equilibrio con las 6 adyacentes, suponiendo que el
valor de las mismas es inicialmente cero y considerando únicamente procesos difusivos. Esta
condición asegura la estabilidad de la solución.

4.3. Resultados experimentales

En este apartado se resumen los resultados experimentales. Los tiempos de ejecución fueron
medidos en segundos e incluyen en todos los casos (que se utiliza la GPU) los tiempos de
transferencia de datos. Los resultados que se presentan son el promedio de la ejecución de 5
instancias independientes.
El foco del primer experimento es el estudio de los errores numéricos para ambos esquemas en
diferentes tiempos de la simulación, en particular fueron tomados en el tiempo T/4, T/2, y T ,
donde T es el tiempo total de la simulación.

Caso Nro. de Celdas T/4 T/2 T

E
xp

líc
ito

1 76,296 1.0813E-08 1.6187E-08 3.5651E-08
2 532,480 9.6419E-10 1.3686E-09 2.6118E-09
3 4,360,200 7.6808E-10 7.7909E-10 7.4744E-10
4 33,685,504 4.7507E-10 4.7235E-10 4.5064E-10

Im
pl

ic
íto

1 76,296 2.0892E-08 1.25E-08 1.0603E-08
2 532,480 1.1796E-09 9.96E-10 9.5006E-10
3 4,360,200 9.0822E-11 8.72E-11 8.6005E-11
4 33,685,504 7.8331E-12 7.75E-12 7.7162E-12

Tabla 2: Error medido en diferentes tiempos de la simulación para mabos esquemas.

A partir de los resultados no se puede concluir una relación fuerte entre el paso del tiempo y el
error, y de hecho parece mantenerse el nivel de error independiente del tiempo transcurrido. La
segunda conclusión que se puede notar, es que la diferencia de los errores de ambos esquemas se
amplía conforme el número de celdas de los casos crece. Por último también se puede concluir
que para discretizaciones gruesas, por ejemplo el caso 1, los errores para ambos esquemas son
del mismo orden de magnitud.
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El segundo experimento está focalizado en los efectos que causa la utilización de diferentes ∆t
sobre la precisión de cada esquema. Un ∆t pequeño ofrece mejor precisión pero, implica mayor
consumo de recursos computacionales y, por el contrario, un ∆t grande invierte la relación. En
el caso del esquema explícito el ∆t es acotado por el Número de Fourier, en este caso solo se
puede trabajar con ∆t más pequeños. Para el esquema implícito no existen estas limitaciones,
y por lo tanto se puede trabajar con valores de ∆t de mayores. En particular, se trabajó para el
caso del esquema explícito con ∆t, (∆t)/2, (∆t)/4 y en el caso implícito se utilizó ∆t, (∆t)×2,
(∆t)×4 . En la Tabla 3 y Tabla 4 se resume esta información para el caso explícito e implícito
respectivamente y, además se incluyen los tiempos de ejecución de las variantes.

Caso ∆t/4 ∆t/2 ∆t

E
xp

líc
ito

1 1.08E-08(5.0E-2) 1.62E-08(3.0E-2) 3.57E-08(1.0E-2)
2 9.64E-10(3.2E-1) 1.37E-09(1.6E-0) 2.61E-09(1.7E-1)
3 7.68E-10(3.9E+0) 7.79E-10(1.9E+0) 7.47E-10(2.3E+0)
4 4.75E-10(8.4E+1) 4.72E-10(4.2E+1) 4.51E-10(2.0E+1)

Tabla 3: Error y tiempo de ejecución (en segundos) del Esquema Explícito con diferentes ∆t.

Caso ∆t× 4 ∆t× 2 ∆t

Im
pl

ic
íto

1 2.09E-08(9.84E-01) 1.25E-08(1.09E+00) 1.06E-08(1.62E+00)
2 1.18E-09(4.91E+00) 9.96E-10(6.87E+00) 9.50E-10(1.26E+01)
3 9.08E-11(7.18E+01) 8.72E-11(1.30E+02) 8.60E-11(2.54E+02)
4 7.83E-12(1.81E+03) 7.75E-12(3.52E+03) 7.72E-12(7.03E+03)

Tabla 4: Error y tiempo de ejecución (en segundos) del Esquema Implícito con diferentes ∆t.

En la Tabla 3 se puede observar que en el esquema explícito para los casos de pruebas con
menor discretización al disminuir el tamaño del ∆t decrece el error, pero aumenta el tiempo de
ejecución en forma lineal (como es lógico). Para los casos de pruebas con mayor discretización
la disminución del ∆t solo tiene efecto sobre el tiempo de ejecución.
Para el esquema implícito, resumido en la Tabla 4, se puede observar que el comportamiento es
similar a la variante explícita, y en los casos de mayor dicretización este esquema se beneficia
del uso de ∆t mayores, ya que prácticamente mantiene el error y logra disminuir considerable-
mente los tiempos de ejecución.
El tercer experimento compara la mejor configuración de ∆t en cuanto al desempeño compu-
tacional de cada esquema, para el esquema explícito se utilizó ∆t y en el caso del esquema
implícito ∆t× 4.
Considerando los resultados de la Tabla 5 se puede observar que el uso de los métodos implícitos
permite alcanzar mayores niveles de precisión en todos los casos. Sin embargo, en los casos de
discretizaciones pobres las diferencias con el paradigma explícito no es determinante. Además,
los tiempos de ejecución para el caso implícito superan ampliamente su contraparte explícita.
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Caso Nro. de Celdas Error Tiempo(s)

E
xp

líc
ito

1 76,296 3,57E-08 1,00E-02
2 532,480 2,61E-09 1,76E-01
3 4,360,200 7,47E-10 2,32E+00
4 33,685,504 4,51E-10 2,04E+01

Im
pl

íc
ito

1 76,296 2,09E-08 9,84E-01
2 532,480 1,18E-09 4,91E+00
3 4,360,200 9.08E-11 7,18E+01
4 33,685,504 7,83E-12 1,81E+03

Tabla 5: Esquema explícito con ∆t y esquema implícito con ∆t× 4.

Esta diferencia que es de un orden para las dicretizaciones gruesas aumenta hasta casi dos or-
denes en el caso 4. Es importante hacer notar que si se consideran ambos aspectos, precisión y
desempeño, en forma conjunta la elección del método es más difusa. En particular, los casos 3
y 4 para el método explícito son comparables desde el punto de vista de error a los casos 2 y 3
del método implícito, pero los tiempos de ejecución del método explicito son aún menores. Esta
situación permite vislumbrar que las restricciones de precisión de los métodos explícitos se pue-
den mitigar trabajando con discretizaciones más finas y que los sobre-costos implicados pueden
ser abatidos mediante el uso de manera eficiente de arquitecturas masivamente paralelas.

5. Conclusiones

En el trabajo se evalúa el uso de los métodos de diferencias finitas para resolver ecuaciones
diferenciales, en especial se aborda la resolución de la ecuación del transporte. El foco del
estudio se centra en medir el aprovechamiento de las arquitecturas de hardware masivamente
paralelas (por ejemplo las GPUs) de estos métodos en general, y en particular, la relación con
los niveles de precisión alcanzado al utilizar esquemas explícito e implícito de cálculo. En este
sentido se utilizaron implementaciones paralelas de los solvers que utilizan GPUs y se estu-
diaron los resultados al variar la discretización en el tiempo y espacio, el tiempo simulado y
configuraciones de paralelismo. De la evaluación experimental realizada se puede deducir que,
en primer lugar, el lapso de tiempo simulado no parece influir en mayor medida en los niveles
de error. Como segundo punto, los métodos implícitos permiten aumentar el ∆t (bajando los
costos computacionales de forma importante) sin alterar los niveles de error conseguidos. Por
último, es importante destacar que aún explotando las ventajas de los métodos implícitos (como
usar ∆t mayores), los tiempos de ejecución de los métodos explícitos son bastante inferiores
a sus contrapartes implícitas. Considerando este aspecto, relacionado con la mayor eficiencia
que alcanzan los métodos simples sobre arquitecturas masivamente paralelas. se puede ver que
las diferencias en precisión entre ambos paradigmas se pueden disminuir utilizando discretiza-
ciones espaciales refinadas. Entonces, considerando ambos aspectos se puede concluir que en
ciertas condiciones los métodos explícitos ofrecen prestaciones superiores.
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RESUMEN

En el presente trabajo se estudia la influencia de la distribución asimétrica de daño superficial
en la respuesta estática de cables dañados (presencia de componentes fracturados en la capa ex-
terior del cable) con geometría multicapa. Para evaluar los efectos de la distribución asimétrica
del daño en la sección transversal del cable, se utiliza un algoritmo numérico simplificado que
considera el cable como una viga nolineal con pequeñas deformaciones e hipótesis de Bernoulli
sometida a carga axial y flexión biaxial [1]. El contacto radial entre componentes de distintas
capas en la sección del cable es incluido en la formulación de manera de estimar el valor de
la fuerza transversal por unidad de longitud resultante que actúa sobre el cable producto de la
pérdida de su simetría, que induce la flexión biaxial. Este algoritmo es capaz de predecir la de-
formada del cable dañado y el gradiente de tensiones y deformaciones en la sección transversal
producto de la concentración de tensiones y deformaciones en los componentes adyacentes al
daño. Esta concentración puede producir una falla temprana de los componentes no fracturados
del cable y por consiguiente reducir la carga axial máxima (resistencia residual) y la deforma-
ción axial de fractura en comparación a un cable sin daño. El algoritmo se utiliza en cables de
acero comerciales cuyos diámetros varían entre 2 mm y 32 mm para estudiar el impacto del
nivel de asimetría del daño, diámetro del cable y grado del daño (porcentaje de componentes
fracturados) en la deformación de fractura y resistencia residual de éstos.

1. INTRODUCCIÓN

Resultados de estudios experimentales en conjunto con la aplicación de modelos numéricos han
demostrado que la distribución del daño (existencia de componentes del cable fracturados) en
la sección transversal de un cable (simétrica o asimétrica) y la concentración de deformaciones
en la vecindad de la sección dañada son dos variables que inciden en la cuantificación de la
resistencia residual, capacidad de deformación y rigidez de un cable dañado sometido a cargas
axisimétricas [1-5].
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El objetivo principal de este estudio se enfoca en aislar el efecto de la asimetría de la 

distribución del daño, expresado en el índice de asimetría (IA), como variable de impacto 

en la capacidad residual de un cable de acero de geometría multicapa usando un modelo 

mecánico de viga no lineal sujeta a hipótesis de Bernoulli y pequeñas deformaciones [2]. 

Asimismo, se presenta la influencia del diámetro del cable en el impacto que éste tiene 

sobre los efectos de la asimetría, es decir, considerar el diámetro como amplificador del 

impacto de la asimetría sobre la capacidad del cable. 

 

Se presentan los resultados para cables de acero cuyos diámetros varían desde 2mm a 

32mm y con índices de asimetría variables desde 0 a 0.5 con sus distintos niveles de daño 

asociados. 

 

2. MODELO NUMERICO DE ANALISIS DE CABLES DAÑADOS 

 

El modelo presentado en este estudio corresponde a una extensión del modelo propuesto 

por Beltrán y de Vico (2015) para el análisis de un cable dañado asimétricamente en la 

superficie de éste.  Este modelo original [1] consiste en un algoritmo numérico que evalúa 

los efectos de la asimetría en la distribución del daño en una sección transversal de un 

cable en su distribución de tensiones y deformaciones, curva fuerza-deformación axial, 

configuración deformada, resistencia residual y capacidad de deformación. Este algoritmo 

considera el cable como una viga nolineal sometida a carga axial y flexión biaxial con 

pequeñas deformaciones e hipótesis de Bernoulli en que el daño se concentra en la 

superficie del cable (capa externa del cable). La flexión biaxial en el cable es inducida 

debido a la presencia de una fuerza de contacto radial desbalanceada producto de la 

asimetría en la distribución del daño. Este modelo considera que la geometría del cable es 

de un nivel, es decir, solo se identifica una estructura helicoidal en la composición del 

cable. Las ecuaciones diferenciales que permiten determinar la deformada del cable en 

ambos planos producto de la carga axial y flexión biaxial son las siguientes [1]: 

 

𝐸𝐼𝑧𝑧
(𝑠𝑒𝑐) 𝜕4𝑣(𝑥)

𝜕𝑥4
− 𝑞𝑦(𝑥)(1 + 𝑢′) − 𝐻

𝜕2𝑣(𝑥)

𝜕𝑥2
= 0 (1) 

𝐸𝐼𝑦𝑦
(𝑠𝑒𝑐) 𝜕4𝑤(𝑥)

𝜕𝑥4
− 𝑞𝑧(𝑥)(1 + 𝑢′) − 𝐻

𝜕2𝑤(𝑥)

𝜕𝑥2
= 0 (2) 

 

donde v(x) y w(x) son los desplazamientos en las direcciones principales de la sección 

transversal respectivamente; u(x) es el desplazamiento en la dirección del eje longitudinal 

x del cable; H es la carga axial en el cable; qy(x) y qz(x) son las fuerzas radiales 

desbalanceadas en las direcciones principales y y z respectivamente; e Izze Iyy las inercias 

obtenidas a partir de los ejes principales de la sección del cable dañado. 

 

El modelo previamente descrito considera una geometría particular del cable para la 

obtención de las fuerzas qy(x) y qz(x): un núcleo central rodeado de una capa formada por 

componentes helicoidales donde se concentra el daño asimétrico. La extensión de Ramírez 

(2015) a este modelo radica en la determinación de las fuerzas qy(x) y qz(x) para una 

sección del cable con geometría multicapa, es decir, un núcleo central rodeado por 

múltiples componentes dispuestos en diferentes capas concéntricas. De manera de aislar el 
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efecto de la asimetría en la distribución del daño, éste se concentra en forma asimétrica en 

la capa exterior del cable. La determinación de la fuerza de corte desbalanceada producto 

de la distribución asimétrica del daño, se basa en la transmisión de la fuerza   radial entre 

las diferentes capas que forman la sección del cable g y que actúa sobre el componente q 

de la capa j dado por [3] 

 

𝑔𝑗,𝑞 =
𝑝2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2̅̅ ̅)

𝑝𝑗 𝑐𝑜𝑠 (𝛼𝑗)
(∏

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑘)

𝑐𝑜𝑠 (𝛼𝑘)

𝑗−1

𝑘=3

) 𝑋𝑗,𝑞 (3) 

 

donde gj,q es la fuerza radial del componente q sobre capa  j, pj el paso de la capa j, Rj el 

radio de la hélice en la capa j, rj el radio de los componentes de la capa j, αj =

tan−1 (
pj

2π(Rj+rj)
), αj = tan−1 (

pj

2π(Rj−rj)
)y Xj,q la fuerza radial de cada componente, 

calculada como el producto la curvatura del componente y la fuerza axial que desarrolla 

[4]. En la figura 1 se observa como ocurre el traspaso de fuerza desde las capas externas 

dañadas hacia el núcleo del cable, generando la fuerza de desequilibrio por daño, Fdes, que 

se calcula mediante del equilibrio de fuerzas gj,q como se indica en la figura 1. Esta fuerza 

resultante de desbalance se proyecta sobre los ejes principales de manera de generar las 

fuerzas qy(x) y qz(x). 

 

El índice de asimetría (IA) es definido por Beltrán y Vargas (2012) como un cambio en el 

centro de rigidez de la sección dañada asimétricamente del cable con respecto al centro de 

rigidez de la sección virgen (sin daño). Su expresión está dada por 

 

𝐼𝐴 = 1 −
𝑅0 − 𝑑

𝑅0 + 𝑑
 (4) 

 

donde R0 es el diámetro del cable y d la distancia entre el centro de rigidez de la sección 

dañada y la sección no dañada. 

 

 
Figura 1. Definición del termino d, como la distancia entre el centro de rigidez de la sección no dañada (CR1) y el 

centro de rigidez de la sección dañada (CR2). 
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gi,3: Fuerza radial de los componentes no 

dañados de la capa 3. 

 

gi,2: Fuerza radial de los componentes no 

dañados de la capa 2 

 

Fdes: Se genera una fuerza de desequilibrio 

actuante en el eje de simetría de la sección 

dañada producto de las fuerzas radiales que no 

pueden ser canceladas. 

Figura 2. Esquema de cálculo de fuerzas de desequilibrio, Fdes. 

 

3. CONFIGURACIONES DE DAÑO EN CABLES 

 

Los cables modelados consisten en distintos cables de acero comerciales, que se muestran 

en la figura 2, para sus distintos casos de daño, diámetro del cable () y sus índices de 

asimetría (IA) calculados mediante la Ec. (4). 

 

Caso a) b) c) d) 

G12 

=2.00 mm 
    

IA 0.130 0.253 0.356 0.278 

G19 

=3.50 mm 
    

IA 0.167 0.303 0.213 0.000 
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R7 

=12.70 mm     

IA 0.200 0.375 0.500 0.363 

R19 

=22.22 mm 
    

IA 0.167 0.303 0.213 0.000 

R37 

=31.75 mm 

    
IA 0.047 0.163 0.268 0.056 

Figura 3. Configuraciones de daño, índices de asimetría (IA) y diámetro de cables. 

Los cables son de acero galvanizado, cuya ley constitutiva se obtuvo mediante la 

realización de una serie de ensayos a tracción. Se realizaron distintos ensayos y se obtuvo 

una curva de ley constitutiva que fue simplificada a una curva trilineal, considerando un 

rango lineal y elástico, una zona de transición y una de endurecimiento por deformación 

(figura 3). 

 

𝜎(𝜖)[𝑀𝑃𝑎] = {
50604𝜖, 𝜖 < 0.026495

17542𝜖 + 87598, 𝜖 < 0.036145
3511.5𝜖 + 138310, 𝜖 ≤ 0.09067

 

 

(5) 

 
Figura 4. Curva de ley constitutiva para acero galvanizado obtenida de datos experimentales. 

4. RESULTADOS 
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El daño en los cables es inducido en la superficie de éstos (capa exterior) en forma 

asimétrica en una sección ubicada en la mitad de éste y varía desde 0% a valores cercanos 

a 60%, generando índices de asimetría IA entre 0 y 0.5, según indicado en Ramírez (2016). 

Las propiedades geométricas iniciales (radio de componentes, paso y ángulo de la hélice) 

fueron obtenidas de la información reportada en [2] y explicitadas en la figura 2. 

 

Se define la reducción porcentual de capacidad como la variación entre la capacidad última 

en el modelo de área neta (ponderación de la capacidad del cable virgen por el porcentaje 

de área remanente) y el modelo propuesto y descrito en este estudio como 

 

𝛥𝐹 =
𝐹𝑎𝑟𝑒𝑎𝑛𝑒𝑡𝑎 − 𝐹𝑑𝑎𝑛𝑎𝑑𝑜

𝐹𝑎𝑟𝑒𝑎𝑛𝑒𝑡𝑎
⋅ 100 [%] 

 

(6) 

  

Para considerar el posible efecto de pérdida de rigidez, se compara la curva de área neta 

versus el modelo propuesto para un mismo punto de deformación, es decir, considerando 

la capacidad ultima del modelo dañado (que falla a una elongación menor que la curva de 

área neta) y el valor de la curva de capacidad según área neta en la deformación de falla 

del modelo. 

 

𝛥𝐹∗ =
𝐹𝑎𝑟𝑒𝑎 𝑛𝑒𝑡𝑎

𝜖 − 𝐹𝑑𝑎𝑛𝑎𝑑𝑜
𝜖

𝐹𝑎𝑟𝑒𝑎 𝑛𝑒𝑡𝑎
𝜖 ⋅ 100 [%] (7) 

 

A modo de examinar la tendencia de los datos y la influencia del diámetro sobre el impacto 

de la asimetría sobre la capacidad resistente y a la deformación de fractura del cable, se 

grafican líneas de tendencia sobre los datos ΔF versus IA y ΔF* versus IA en las figuras 4 

y 5respectivamente. 

 

 
Figura 5. Reducción porcentual en capacidad ultima comparando con modelo de área neta y su relación con IA. 
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De la figura 4 se observa que para un mismo valor del parámetro IA, la reducción de la 

capacidad residual del cable sobre el efecto de área neta (ΔF) aumenta a medida que 

aumenta el diámetro de los cables. Adicionalmente, el parámetro ΔF aumenta más rápido 

a medida que IA crece para cables de mayor diámetro, ya que las curvas de tendencia que 

siguen a los datos van aumentando su pendiente a medida que los diámetros de los cables 

aumentan gradualmente desde 2mm a 32mm. Sin embargo, es importante notar, que este 

aumento en la reducción de la capacidad residual de los cables es pequeño (menor que 

2.5%) para el amplio rango de valores de diámetro de cables considerados. 

 
Figura 6. Reducción en capacidad de deformación del cable comparado con curva de área neta según IA. 

 

De forma análoga al caso anterior, en la figura 5 se observa que para un mismo valor del 

parámetro IA, la reducción de la capacidad de deformación del cable relativo al cable 

virgen (sin daño) aumenta a medida que aumenta el diámetro de los cables. 

Adicionalmente, la reducción de la capacidad de deformación del cable aumenta más 

rápido a medida que IA crece para cables de mayor diámetro, ya que las curvas de 

tendencia que siguen a los datos van aumentando su pendiente a medida que los diámetros 

de los cables aumentan. En este análisis, la máxima reducción de la capacidad de 

deformación es igual al 12% para un cable de 32 mm de diámetro y un valor de IA igual a 

0.27 (figura 2). 

 

En el caso de la figura 6, se grafica F*versus el porcentaje de daño. Se trazó una línea 

punteada que bisecta el cuadrante para evaluar si los puntos se encuentran arriba o debajo 

de ésta, es decir, la respuesta obtenida para el cable es más rígida o más flexible a la 

obtenida con el cálculo de capacidad según área neta. De los resultados de esta figura, se 

observa que la rigidez del cable dañado puede ser estimada por la rigidez del modelo de 

área neta, teniendo en consideración, de acuerdo al análisis presentado en la figura 5, que 

la capacidad de deformación del cable dañado es menor a la entregada por el área neta.  
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Figura 7. Comparación entre pérdida de capacidad y daño en el estado de deformación dado por modelo. 

 

 

 
Figura 8. Sección transversal para cable no dañado y su gradiente de tensiones. 
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Figura 9. Gradiente de tensiones vs IA. 

En las figuras 7 y 8, se muestran la distribución de tensiones normales sobre una sección 

transversal de un cable (elegido arbitrariamente) y la variación porcentual de éstas ( 

para diferentes diámetros de cable y valores de IA respectivamente. El valor del parámetro 

se define como 
 

𝛥𝜎 =
𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛

𝜎𝑚𝑎𝑥
⋅ 100 [%] (8) 

 

donde σmax y σmax son las tensiones normales máxima y mínima en la sección 

respectivamente. De la Figura 7 se observa que las tensiones normales mayores se 

concentran en la vecindad de la zona dañada (componentes fracturados de color blanco) y 

disminuyen gradualmente a medida que se aleja de esta zona. Esta variación gradual de las 

tensiones normales se asocia a la flexión biaxial presente en el cable producto de las fuerzas 

de corte qy(x) y qz(x) presentes en las ecuaciones (1) y (2). La figura 8 muestra la tendencia 

del factor  a medida que aumenta el valor de IA, lo que se complementa con regresiones 

lineales, para cables de distintos diámetros (figura 2). De esta figura se observa que el valor 

de  aumenta a medida que aumentan el diámetro y el valor de IA, alcanzo un máximo 

valor de 3% para un cable de de 32 mm de diámetro y un valor de IA igual a 0.27 (figura 

2). 

 

5. CONCLUSIONES 

 

 En términos de rigidez, el modelo propuesto estima la misma rigidez que el modelo 

de área neta, tendiendo en consideración la reducción de la capacidad residual y de 

deformación del cable (figuras 4 a 6). Esto indica que la curva de capacidad del 

cable dañado asimétricamente no se rigidiza o flexibiliza sustancialmente, sino 

solamente ve afectada su capacidad última y deformación máxima comparada con 

un modelo que considera área neta. 
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 El efecto de la asimetría impacta en mayor medida la capacidad residual y de 

deformación del cable a medida que el diámetro del cable crece, como se ve en las 

figuras 4 y 5, donde las curvas de tendencia que siguen a los datos van aumentando 

su pendiente a medida que los diámetros de los cables aumentan gradualmente 

desde 2mm a 32mm. 

 

 El gradiente de tensiones observado para un cable con daño en las figuras 7 y 8 

indica la inducción de flexión producto del efecto de asimetría. Se encuentra una 

relación entre el diámetro del cable y el impacto de la asimetría, consiguiendo 

curvas de mayor pendiente a medida que el diámetro se incrementa. Para los casos 

estudiados, el gradiente de tensiones asociado al cable de menor diámetro (G12) en 

su máxima asimetría (0.356) corresponde a 0.12% y 3% para el cable de mayor 

diámetro en su máximo IA (0.268).  
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RESUMEN

En este artículo se presenta la implantación de un sensor virtual que permite estimar parámetros
operacionales en procesos petroleros. En particular, el proceso seleccionado como caso de estu-
dio es un pozo con método de levantamiento artificial por bomba electrosumergible. Se plantea
para ello el uso de sistema hibrido basado en técnicas neuro-difusa, que combinan las venta-
jas de las redes neuronales y de los sistemas difusos, y métodos numéricos, para la estimación
de variables. Los resultados obtenidos demuestran el buen desempeño del sensor híbrido, en
cuanto a la exactitud de los valores de producción de crudo y temperatura estimados.

1. INTRODUCCIÓN

El uso de las tecnologías de información ha generado la acumulación de una gran
cantidad de información sobre el quehacer de actividades específicas. En ese sentido, se
requiere de herramientas computacionales para explotar inteligentemente esa información
almacenada, ya sea en tareas de predicción, clasificación, optimización, entre otras. En
tal sentido, en este artículo se presenta el diseño y la implantación de una herramienta
computacional para tarea de predicción, denominada Sensor Hibrido, el cual permite la
estimación de parámetros operacionales en procesos petroleros.
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Así, se propone el diseño e implantación a nivel operacional de un sistema hibrido 

basados en técnicas neuro-difusa [2, 7], que combinan las ventajas de las redes 

neuronales y de los sistemas difusos, con métodos numéricos, para la estimación de 

variables. Dicho sistema usa datos operacionales, a los cuales se les realiza un 

tratamiento previo para limpiarlos, filtrarlos, analizar la correlación entre ellos, entre 

otras cosas, para que los resultados obtenidos sean satisfactorios. Además, durante la 

validación del modelo del sensor híbrido, se compara con el escenario real objeto de 

estudio. 
 

Particularmente, en este proyecto el objeto de estudio del ámbito petróleo, consiste en el 

sistema de levantamiento por bombeo electrosumergible (BES). Específicamente, se 

propone la predicción térmica en la bomba utilizando métodos numéricos [1], y la tasa de 

producción en pozos petroleros utilizando una técnica neuro-difusa, debido a la 

importancia operacional que conlleva disponer de dichas variables con confiabilidad y 

exactitud. 

 
2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

 

2.1 POZOS POR  LEVANTAMIENTO ARTIFICIAL POR BOMBEO 

ELECTROSUMERGIBLE 

 

El método de levantamiento artificial por BES tiene como principio fundamental levantar 

el fluido desde el yacimiento hacia la superficie, mediante rotación centrífuga de los 

impulsores de una bomba de fondo, que permite que el fluido multi-fasico ascienda a 

través de las etapas de los impulsores, y llegue al cabezal del pozo con suficiente energía 

hasta la estación recolectora [2]. Un equipo BES consta, básicamente, de una bomba 

centrifuga de varias etapas, cuyo eje está conectado directamente a un motor eléctrico 

sumergible a través de una sección protectora (Ver Figura 1). En tal sentido, para la 

implantación en campo de este método BES, se requiere de un arreglo de 

instrumentación y control. Las variables del proceso son: a nivel de la bomba se tiene la 

presión de entrada a la bomba (Pip), que determina la capacidad de levantamiento de la 

bomba para desplazar el fluido hacia la superficie; la presión de descarga del pozo (Pdp), 

que sirve para determinar la capacidad de levantamiento del pozo para aportar la tasa 

deseada de producción y para construir la curva de afluencia o comportamiento del  

mismo; y la temperatura de entrada a la bomba (Tip). A nivel de Superficie se tiene la 

temperatura del cabezal (Tc) que permite detectar los cambios en el comportamiento del 

pozo; y la presión del cabezal (Pc) que es un indicador de la cantidad de energía natural 

útil para hacer fluir el petróleo desde el yacimiento hasta la estación de recolección en la 

superficie. A nivel del yacimiento se tiene la presión y temperatura de fondo (Pf, Tf), que 

son medidas en fondo de pozo, normalmente muy costosos de sensar. 
 

Superficie 

Subsuelo 

69



  

 

    
 

 

 

 

2.2 Fase Modelado de la Curva de Desempeño de la Bomba BES  

 

Los Modelos matemáticos presentados en este trabajo, básicamente consisten en cotejar 

el perfil de presiones desde el cabezal (Pwh) hasta el fondo (Pbh) del pozo, para con ello 

determinar la capacidad actual de producción (q) que exhibe el pozo a través del sistema 

de bombeo. Para tal fin, se utiliza el método denominado análisis nodal [2, 6]. Así, un 

simple modelo de producción por levantamiento artificial por bomba electrosumergible 

es propuesto: la “oferta” de crudo y gas del reservorio es modelado por el uso del índice 

de productividad (relación existente entre la tasa de producción (q), y el diferencial entre 

la presión del yacimiento (Pr) y la presión fluyente en el fondo del pozo (Pbh). Para tal 

fin, se usa la Eq. (1), que determina la capacidad de aporte del yacimiento petrolífero [2]. 

Esta ecuación representa una foto instantánea de la capacidad de aporte del yacimiento 

hacia el pozo, en un momento dado de su vida productividad. Es normal que dicha 

capacidad disminuya a través del tiempo, por reducción de la permeabilidad en las 

cercanías del pozo, y por el aumento de la viscosidad del crudo a medida que se 

vaporizan sus fracciones livianas. Esta ecuación es la curva de oferta de energía, o 

afluencia de fluidos, que el yacimiento entrega al pozo (Pbh vs q).  

 

)(
1

1 qq
Vdt

dp
r

bh 


 

(1) 

 

En cuanto a la “demanda” (ver Eq. 2), la bomba le transfiere energía cinética al fluido, 

reduciendo el peso de la columna, aumentando la presión del  cabezal  en el pozo, 

permitiendo establecer una determinada tasa de producción en la que la capacidad de 

aporte de fluidos del yacimiento es igual a la capacidad de extracción de fluidos del pozo. 

 

)(
2

2
c

wh qq
Vdt

dp



 

(2) 

 

Figura 1.  Esquemático de un Pozo con Método de Extracción de Crudo por bombeo 

eletrosumergible. 

70



  

 

Así, la producción del sistema responde a un balance de energía en forma de presión, 

entre la capacidad de aporte de energía del yacimiento y el sistema de levantamiento, (ver 

Eq. 3 y Fig.2).   
 

))((
1

2211 fpwhbh PPghghPP
Mdt

dq
                          (3) 

 

Donde: 

 

Pbh = Presión de Fondo    ρ1, ρ2 = Densidad del fluido 

Pwh = Presión de Cabezal    β1, β2 = Módulos Volumétricos 

V1, V2 = Volumen    h1,h2 = Distancias Verticales  

qr = Flujo de entrada    g = gravedad 

q = Flujo desde el pozo    ΔPp = Diferencial de Presión 

ΔPf  = Pérdida de Presión total en el pozo qc = Flujo de la Válvula 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

2.3 MODELOS NEURODIFUSOS 

 

Las redes neuronales artificiales consisten en un sistema que trata de emular el 

comportamiento de las redes neuronales biológicas en lo relativo al aprendizaje y la 

capacidad de generalización. Por otro lado, la lógica difusa ha extendido la lógica 

tradicional, para proveer la capacidad de manejo de información imprecisa. Con la 

finalidad de aprovechar las bondades de las redes neuronales artificiales y los modelos 

lógico - difusos, surgió una nueva estructura llamada modelos neuro-difusos, la cual ha 

demostrado dar buenos resultados en la captura del comportamiento de sistemas 

complejos [3, 7].  

  

Los modelos neuro-difusos tienen como elemento principal a las neuronas difusas. La 

estructura de la neurona difusa se muestra en la (Fig. 3). En ésta, los pesos sinápticos no 

son constantes sino funciones no lineales de las entradas, representadas por modelos 

lógico- difusos basados en una colección de reglas de la forma Si – Entonces, que usan 

Fig.2.  Diagrama de cuerpo libre de un pozo BES 
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un razonamiento aproximado en el proceso de inferencia. Específicamente, en la Figura 3 

los pesos sinápticos son definidos como fi(xi), para expresar la función no lineal entre xi e 

y. Esta estructura no posee una función de activación, sino un punto de suma que genera 

la salida al agregar las salidas de los modelos lógico - difusos de cada entrada [3]. 
 

 
 

 

En particular, el espacio de cada una de las variables de entrada es dividido en varios 

segmentos, que conformarán los subconjuntos difusos de cada variable, a los cuales son 

asignados valores lingüísticos. De esta manera, cada uno de los segmentos es 

caracterizado por una función de membresía (ver Fig. 4). Así, cada variable de entrada xi 

es evaluada en sus respectivos conjuntos difusos, lo cual caracteriza a fi(xi) (ver Fig. 4). 
 

 
 
 

 

En particular, el cálculo de fi(xi) viene determinado por la evaluación de la variable de 

entrada xi en sus n conjuntos difusos, usando sus respectivas funciones de membresía il, 

 l=1, n, y un peso Wil que evalúa la importancia de ese conjunto difuso. De esta manera 

el conjunto de reglas de la base de conocimiento del modelo difuso es representado, en 

forma general, por: 
 

Si la señal de entrada xi es activada entonces y, con un disparo de la regla definido por el peso sináptico 

fi(xi) 

 

 

Fig. 3. Neurona Difusa 

 

 

 

 

 

 

Fig.4. Sinapsis de la ND 
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La salida de cada modelo lógico difuso es obtenida mediante un mecanismo de inferencia 

difusa, con mecanismos de desborrificación para la determinación del valor puntual de la 

salida [3]. El proceso de entrenamiento consiste en la presentación de cada uno de los 

patrones, y ajustar los pesos Wil. El ajuste de estos pesos se hace cada vez que se presenta 

un patrón de entrenamiento, usando las ecuaciones (4) y (5). Un vez que se presentan 

todos los patrones de entrenamiento, se dice que se ha concluido un ciclo de 

entrenamiento. Durante el entrenamiento de una neurona difusa, se deben ejecutar varios 

ciclos de entrenamiento, hasta lograr un buen ajuste del modelo. De esta manera, el 

aprendizaje de una neurona difusa consiste en modificar los pesos Wil, correspondiente a 

las reglas activadas ante una entrada específica, hasta lograr la salida deseada yd. 
 

Wil(t+1) = Wil(t)+ Wil(t)                      (4) 
  

Donde: 

 

Wil = - E/Wil = - E/y y/fi(xi) fi(xi)/Wil = - (y- yd)il(xil)                           (5) 
 

Y  es la tasa de aprendizaje. Por otro lado, como lo muestra la Fig. 3, la salida de la 

neurona difusa, y, viene dada por la siguiente ecuación: 

 

Y = f1(x1) + … + fm(xm) = i=1
m fi(xi)                                                 (6) 

 
 

3. DISEÑO DEL SISTEMA HIBRIDO  
 

La implantación, tal como se indicó en la sección 2.1, requiere de un arreglo de 

instrumentación y control especializado de alto costo, para determinar las diferentes 

variables del proceso. En particular, se usarán las variables del proceso (Pip), (Tip), (Tc) y 

(Pc), debido a sus importancias operacionales, y sus influencias en la tasa de producción 

de crudo (Qprod).  

 

Se estimará (Tip), usando el principio físico de transferencia de calor por convección 

debido al movimiento molecular, a lo que se superpone la transferencia de energía por el 

movimiento de fracciones del fluido de crudo, que se mueven accionadas por una fuerza 

externa. La cantidad de calor transferido por convección se rige por la ley de 

enfriamiento de Newton [5]. En particular, se usará la ecuación del balance de calor para 

el í-esimo volumen de control (ver Ecuación 7) para estimar Tip, donde Ti es la 

temperatura  promedio, qi es el flujo de calor (tasa de conducción de la transferencia del 

calor por unidad de área de la sección transversal) en la frontera de los volúmenes de 

control i e i+1, dados por k conductividad térmica, ρ densidad, c unidad de calor 

especifico, y x la longitud. 

 

)2( 112  


 iii
i TTT

xc

k

dt

dT


                                   (7) 
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De esta manera, Tip es estimada usando la ecuación 7. Por otro lado, el modelo Neuro 

Difuso (ND) estimará el valor de (Qprod) usando las variables de superficie (Tc y Pc), la 

presión de de entrada a la bomba (Pip), y la variable térmica (Tip) inferida por la Ec. 9. 

 

El procedimiento a seguir para obtener un modelo neuro-difuso (ND) [4], consiste en el 

entrenamiento de la neurona en base a los datos de las variables de entrada y de salida del 

sistema real. Por esta razón, el primer paso comprende el muestreo de las variables de 

entrada y de salida en el mismo instante de tiempo; cada grupo de muestras tomadas en el 

mismo instante, conformara un patrón a ser usado en el entrenamiento de la neurona. 

Para garantizar un buen modelado del sistema, es necesario asegurar la calidad de los 

datos mediante la eliminación de puntos aberrantes que generalmente se producen por 

errores en los instrumentos de campo. Para ello, se realiza la estandarización de los datos 

de cada una de las variables de entrada y de salida para distribuirlos en un intervalo [-x, 

x]. Posteriormente, se define una estructura de la neurona difusa, como la mostrada en la 

figura 2, mediante la definición del número de conjuntos difusos para cada una de las 

variables, los cuales tendrán asociados funciones de membresía triangulares en nuestro 

caso. El proceso de entrenamiento consiste en la presentación de cada uno de los 

patrones, y ajustar los pesos, denotados por Wil, como se indicó en la sección 2.3.  

 
En la Fig. 5 se presenta la arquitectura Neuro difusa, con las siguientes funciones de 

entrada para estimar Qprod: las variables de superficie, Tc, Pc y la variable de bomba 

Pip, las cuales son medidas/sensadas, además de la variable estimada Tip. 

 

 
 
 
 

4. RESULTADOS DE LA APLICACIÓN DEL SISTEMA HIBRIDO 

 

En esta sección se muestra una posible implementación del sensor virtual hibrido (Svh) 

para pozos BES, así como los resultados de las pruebas realizadas para la validación del 

mismo, usando datos provenientes de un pozo de la industria petrolera venezolana. El 

propósito de este prototipo es la predicción de las variables (Tip) y (Qprod). En el caso de  

Tip se usa la ecuación 7 de balance de calor, y para Qprod el modelo Neuro-difuso. Esta 

herramienta fue implantada en un controlador lógico programable, usando el Lenguaje C 

  

  

  

  

 ∑ 

ND1 

Tip 

Pip 

Pc 

Tc 

f2 

f3 

f4 

f1 
f1(Tc) 

f2(Pc) 

f3(Pip) 

f4(Tip) 

 
Qprod 

Fig. 5. Esquema Neuro Difuso para la Estimación de Qprod, utilizando la 

salida del Estimador Térmico  
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y Matlab, a nivel del cabezal del pozo. Dicha herramienta permite al operador estudiar 

ciertos escenarios, para poder tomar previsiones cuando en algunos de ellos ocurran 

fallas, y minimizar de esta manera sus efectos en las caídas de producción [2]. 

 

Por otra parte, se tomó como condiciones iniciales operacionales para el sistema térmico 

de pozos BES, las siguientes: una lámina de hierro de extensión 15 m, aislada 

(convección), con una conductividad térmica k = 80.2 W/mK, densidad ρ = 7870 kg/m3, 

y una unidad de calor especifico C = 447 kJ/kg °K. Se estimó un perfil de temperatura a 

diferentes instantes de tiempo. En tal sentido, en la Figura 6 se observa el perfil térmico 

estimado de una barra metálica a nivel de la bomba BES [1,2], con una condición inicial 

de 100 °C. Se pudo estimar, ya que a medida que el fluido de crudo se mueve accionado 

por la bomba, pasa por las caras planas, y se establece un diferencial de temperaturas en 

condiciones estacionarias, lo que permite utilizar la ecuación del balance de calor para el 

i-ésimo volumen de control, definida en la sección anterior (ver ecuación 7). 
 

    
  

 

Con el modelo neuro-difuso se obtiene una buena estimación de (Qprod). Para ello, dicho 

modelo se entrenó con 500, 1500 y 2000 patrones o instancias (Ver Figuras 7a, 8a, 9a), y 

se validó con 4300 patrones (Ver Figuras 7b, 8b, 9b). Por ejemplo, en la Figura 7a se 

observa la salida real y la del modelo neurodifuso de la fase de entrenamiento, con un 

error promedio de 0,135%, y en la Figura 7b la salida real y la del modelo neurodifuso de 

la fase de prueba, con un error promedio de 0,231%, en la estimación de la tasa de 

producción de crudo, lo cual indica la efectividad del modelo neuro-difuso. Recordemos 

que el modelo neuro-difuso usa como entrada (Tip) inferida, así que por efectos de 

propagación de error, podemos inferir que dicha variable es correctamente estimada. 

 

Dichos resultados mejoran en la medida que se usan más patrones de entrenamiento (ver 

Figuras 8a, y 8b), pero a un costo computacional mayor. Ahora bien, considerando que el 

modelo neuro-difuso es entrenado solo una vez, la inversión en ese costo computacional 

vale la pena. 

 

Así, hemos estimado la producción de crudo del pozo (Qprod), usando las variables de 

superficie (Tc y Pc), y de presión de la bomba (Pip), sensadas directamente del proceso, 

y la variable térmica (Tip), inferida usando la ecuación de balance de calor (Ec. 7).  

 

Figura 6.  Simulación de un Perfil Térmico 
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5. CONCLUSIONES  
 

El uso de sistemas hibrido para la estimación de variables es de gran interés por el bajo 

costo requerido para su implementación, y además, por la gran disponibilidad actual de 

sistemas de adquisición de datos y bases de datos históricas, que aportan los datos 

requeridos para el diseño de estos sistemas. 

Figura 7a. Entrenamiento para  500 

Instancias 

 

Figura 7b. Validación  para  4300 

Instancias 

 

Figura 9a. Entrenamiento para 2000 

Instancias 

 

Figura 9b. Validación para 4300 

Instancias 
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En el caso de la estimación de variables del proceso a través de métodos numéricos, es de 

gran efectividad, por poder seguir la dinámica teórica de un perfil térmico de una bomba 

BES. Ahora bien, se puede mejorar mucho más ese modelado, teniendo presente otros 

factores relevantes del fenómeno térmico, tales como los de radiación y conducción. Por 

supuesto, dicho modelado hará más complejo los cálculos numéricos. Con respecto a la 

estimación de la tasa de producción, su importancia radica en la posibilidad de plantearse 

escenarios de producción del pozo, e incluso, predecir el estado operacional del pozo, 

tanto a nivel de fondo como de superficie. La utilización del modelo neuro-difuso 

permitió estimar la tasa de producción, con errores cuadráticos menores a un 1%, lo cual 

indica la efectividad de dicho sistema. 

 

En general, el uso de nuestro modelo hibrido para otro tipo de pozo cuya producción no 

dependa del método BES, debe pasar por una fase donde se especifique que variables 

deben ser estimadas, y se caracterice el modelo neuro-difuso con condiciones de 

operación propias del pozo, y entrenarlo con datos del mismo hasta obtener los resultados 

confiables. 
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RESUMEN

Este trabajo considera el problema de construir una solución analítica de la ecuación de Ri-
chards, la cual modela el flujo de una fase líquida a través de un medio poroso parcialmente
saturado. Basado en su novedad se aplicó el Método de Análisis Homotópico (o HAM, por sus
siglas en inglés), el cual ha mostrado ser superior a las técnicas de perturbación tradicionales en
el sentido de que no depende de hipótesis sobre parámetros de pequeña magnitud. Además, ha
resultado ser muy versátil para resolver problemas con fuertes no linealidades para los cuales
sólo se disponía de soluciones numéricas. En esta investigación se evalúa la aplicabilidad del
método HAM a la ecuación de Richards, se generalizan resultados previamente publicados, y
se formulan problemas abiertos. Concluimos que las principales dificultades de la aplicación de
esta técnica analítica tienen que ver más con sus vacíos teóricos que aún persisten, que con la
ecuación en sí misma, generándose de este modo un nuevo campo de investigación.

1. INTRODUCCIÓN

Una de las técnicas analíticas contemporáneas más novedosas para resolver ecuaciones dife-
renciales parciales no lineales es el Método de Análisis Homotópico (o HAM de Homotopy
Analysis Method) propuesto por el profesor S.J.Liao en una serie de trabajos ya fundamentales,
tales como [1] y [2].
El objetivo de la investigación informada en este artículo fue evaluar la aplicabilidad del método
HAM a la clásica ecuación de Richards [4] pues, según nuestro mejor saber, el único artículo
publicado al respecto es [3]. Para tal efecto, efectuamos un análisis crítico de [3], generalizamos
su propuesta aplicando el método HAM a una versión físicamente más realista de la ecuación
de Richards basada en las familias paramétricas de Brooks-Corey [4], y formulamos problemas
aún abiertos con miras a futuras investigaciones.
La estructura de este trabajo es la siguiente: en la sección 2 se presenta la ecuación de Richards
vinculada al metodo HAM. En la sección 3 se formula el método HAM en su aplicación a la
ecuación de Richards. En la sección 4 se exponen los resultados funcionales y computacionales.
En la sección 5 se hace la discusión de los resultados, finalizando con las conclusiones en la
sección 6.
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2. ECUACIÓN DE RICHARDS

El transporte de aguas subterráneas en medios porosos no saturados está gobernado por la ley
de conservación (cf. [4])

∂θ
∂ t

+∇ ·q = 0 (1)

q = −K(θ)∇(ψ(θ)+ x3), (2)

donde θ(x, t) es el contenido de humedad volumétrico local con x = (x1,x2,x3), q es el flujo
dado por la ley de Darcy, K(θ) es la conductividad del suelo, y ψ(θ) es el potencial de hu-
medad. Para flujos esencialmente unidireccionales, la aproximación de Dupuit [4] puede ser
utilizada para aproximar la ecuación (1)-(2) para flujos inclinados un ángulo α con respecto de
la horizontal por

∂θ
∂ t

− sinα
∂
∂ z

K(θ) =
∂
∂ z

(D(θ)
∂θ
∂ z

), (3)

donde z es medido a lo largo de la dirección de infiltración, y D(θ) = K(θ)dψ
dθ . Para problemas

de infiltración vertical podemos hacer α = −π/2 en (3), con lo cual el flujo de agua queda
descrito por la ecuación de Richards

∂θ
∂ t

+
∂
∂ z

K(θ) =
∂
∂ z

(D(θ)
∂θ
∂ z

), (4)

donde z es positivo hacia abajo en la columna vertical de suelo, en este caso y en todo lo que
sigue.
El problema de resolver la ecuación (4) ha despertado un gran interés desde hace varias décadas,
prueba de lo cual es la enorme cantidad de artículos publicados al respecto en donde se abordan
soluciones analíticas y numéricas (cf. [5], por ejemplo). Una de las razones que explican este
interés es la fuerte no linealidad provocada por las funciones K(θ) y D(θ), de tal modo que
cualquier técnica de solución debe asumir alguna regularidad, o expresiones particulares para
estas funciones. En esta investigacion, y con la finalidad de aplicar el metodo HAM, utilizamos
las siguientes expresiones funcionales propuestas en [3], [6], y [7]:

K(θ) = K0θ k, (5)

y
D(θ) = D0(m+1)θ m, (6)

en donde, k ≥ 1, m ≥ 0, K0 > 0, y D0 > 0. Reemplazando (5) y (6) en (4) se obtiene

∂θ
∂ t

+θ n ∂θ
∂ z

− ∂ 2θ
∂ z2 = 0, (7)

luego de asignar m = 0, D0 = 1, K0 = 1/k, con n := k− 1, para efectos de esta investigación.
Se sabe, a partir de [3], [7], y [8] que la ecuación (7) posee las siguientes soluciones analíticas
evaluadas en t = 0:

θ(z,0) = (1+ tanh(−z/4))/2, (8)
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y

θ(z,0) =
�
(1+ tanh(−z/3))/2, (9)

para n = 1 y n = 2, respectivamente. En la siguiente sección la funcion (9) será utilizada por
el método HAM, el cual será aplicado a la ecuación (7) con n = 2. Luego, en la seccion 4.2,
se aplica el método HAM a una versión más general que (7) la cual consiste en (4) con D y K
calculadas según las funciones de Brooks-Corey (cf. [4]).

3. MÉTODO DE ANÁLISIS HOMOTÓPICO

En esta sección se presentan las ideas fundamentales del método HAM según se hace en [2],
utilizando la ecuación (7) como ejemplo. En general, el método HAM requiere la definición del
operador de homotopía H como

H(θ) := (1−q)L(θ −θ0)−qhN(θ), (10)

en donde, q ∈ [0,1] es el parámetro de homotopía, h es el parámetro de convergencia, L(θ) = θt
es un operador lineal auxiliar, θ0 es una aproximación de la solución exacta de la ecuación (7),
y N es un operador no lineal, que para (7) se puede definir como N(θ) = L(θ)+θ nθz −θzz (cf.
[3]). A partir de H se define una nueva ecuación, denominada ecuación de deformación de orden
cero, que consiste en determinar θ(z, t;q) tal que H(θ(z, t;q)) = 0, en donde explícitamente se
indica la dependencia de la solución del parámetro q. En efecto, note que si q = 0, entonces,
H(θ(z, t;0)) = 0 ssi θ(z, t;0) = θ0(z, t), y si q= 1, entonces, H(θ(z, t;1)) = 0 ssi N(θ(z, t;1)) =
0, esto es, la homotopía H deforma la aproximación θ0(z, t) en la solución exacta θ(z, t;1) de
la ecuación (7) ó N(θ) = 0, en general. El método HAM supone la existencia del desarrollo en
serie de Taylor de la función θ(z, t;q) en torno de q = 0, esto es,

θ(z, t;q) = θ0(z, t)+
∞

∑
m=1

θm(z, t)qm, (11)

en donde θm(z, t) := Dm(θ), y Dm(u) := 1
m! ·

∂ mu(z,t;q)
∂ pm |q=0, para m = 1,2, .., es la derivada-

homotópica de orden m, siendo u una función suficientemente diferenciable. En este sentido el
rol del parámetro de convergencia h es asegurar que el radio de convergencia de la serie (11) sea
mayor o igual a 1, de tal modo que la serie sea convergente en q = 1, y de este modo la función

θ(z, t;1) = θ0(z, t)+
∞

∑
m=1

θm(z, t) (12)

sea la solución analítica de la ecuación (7), ó N(θ) = 0, en general. Los términos θm, con
m = 1,2, ... se calculan a partir de la relación recursiva, denominada ecuación de deformación
de orden m (ver Capítulo 4 de [2] para ésta y otras propiedades similares)

L(θm −χmθm−1) = hRm−1, (13)

en donde, χm = 0, si m ≤ 1, y χm = 1, si m > 1, y Rm−1 := Dm−1(N(θ)). En particular, para la
ecuacion (7), el factor Rm−1 está dado por
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Rm−1 =
∂θm−1

∂ t
+

m−1

∑
k=0

θm−1−k
∂θk

∂ z
− ∂ 2θm−1

∂ z2 (14)

si n = 1, y por

Rm−1 =
∂θm−1

∂ t
+

m−1

∑
k=0

θm−1−k

k

∑
l=0

θk−l
∂θl

∂ z
− ∂ 2θm−1

∂ z2 (15)

si n = 2. Note que la relación recursiva (13) corresponde a un conjunto infinito de problemas
lineales, lo cual muestra una de las características esenciales del método HAM, la cual consiste
en transformar un problema fuertemente no lineal, como (7), en un conjunto infinito de pro-
blemas lineales, tal como (13). Finalmente, mencionar que en todo lo que sigue denominamos
solución pseudo-exacta a la función que se obtiene luego de truncar la serie (12), esto es, para
m = 0,1,2, ...,

θ(z, t)≈ θ0(z, t)+θ1(z, t)+ ...+θm(z, t). (16)

Finalmente, se informa que en este reporte, en razón de su extensión, no se incluye la discusión
de cómo el método HAM incorpora la condición inicial y las condiciones de frontera que usual-
mente acompañan toda ecuación diferencial parcial evolutiva. Nuestras conclusiones no están
condicionadas por esta omisión.

4. RESULTADOS

En esta sección se aplica el método HAM descrito en la sección anterior, para obtener una
solución analítica de la ecuación de Richards (4), en su versión simplificada dada por (7) con
n = 2. Se determina el conjunto de valores admisibles del parámetro de convergencia h, y se
presentan gráficas de la solución pseudo-exacta (16).

4.1. Caso n = 2 en ecuacion (7)

Como aproximación inicial θ0 se utilizó la funcion (9). Por otro lado los términos θm, m =
1,2, ..., de la serie (12) se calculan utilizando (13) con (15), según se detalla a continuación
Para m = 1:

L [θ1 −0 ·θ0] = h ·R1

L [θ1] = h ·
�

∂θ0

∂ t
+θ 2

0
∂θ0

∂ z
− ∂ 2θ0

∂ z2

�

θ1 =
� t

0
h ·

�
∂θ0

∂ t
+θ 2

0
∂θ0

∂ z
− ∂ 2θ0

∂ z2

�
dt

Para m = 2:
L [θ2 −1 ·θ1] = h ·R2

L [θ2 −θ1] = h ·
�

∂θ1

∂ t
+2θ 1θ0

∂θ0

∂ z
+θ 2

0
∂θ1

∂ z
− ∂ 2θ1

∂ z2

�

θ2 =
� t

0
h ·

�
∂θ1

∂ t
+2θ 1θ0

∂θ0

∂ z
+θ 2

0
∂θ1

∂ z
− ∂ 2θ1

∂ z2

�
dt +θ1
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Para m = 3:
L [θ3 −1 ·θ2] = h ·R3

L [θ3 −θ2] = h ·
�

∂θ2

∂ t
+2θ 1θ0

∂θ1

∂ z
+2θ 2θ0

∂θ0

∂ z
+θ 2

1
∂θ0

∂ z
+θ 2

0
∂θ2

∂ z
− ∂ 2θ2

∂ z2

�

θ3 =
� t

0
h ·

�
∂θ2

∂ t
+2θ 1θ0

∂θ1

∂ z
+2θ 2θ0

∂θ0

∂ z
+θ 2

1
∂θ0

∂ z
+θ 2

0
∂θ2

∂ z
− ∂ 2θ2

∂ z2

�
dt +θ2

Por ejemplo, utilizando un programa idoneo se obtiene para θ1 (por razones de espacio no se
presentan expresiones similares para θm,m = 2,3, ...)

θ1 (z, t) = h[0,5(2−2tanh(0,33z))1/2(−0,083+0,083tanh(0,33z)2)]

+
0,125(−0,66+0,66tanh(0,33z)2)2

(2−2tanh(0,33z))3/2 − 0,33tanh(0,33z)(0,33−0,33tanh(0,33z)2)

(2−2tanh(0,33z))1/2 ]t.

En las figuras 1 y 2 se presentan las denominadas Curvas-h, esto es, ∂θm
∂ t (z, t) versus h, para

m = 3,4,5,6. En la figura 1 la evaluación se hace en (z, t) = (0,0), mientras que en la figura 2
se evalúa en (z, t) = (5,0). El intervalo en que las curvas coindicen corresponde a los valores
de h en que la serie es convergente (cf. [2] y [3] para su justificación). En particular, h = −1
aparece como un valor idóneo para que la serie (11) sea convergente en q = 1.

Figura 1: Curvas-h para n = 2: (θm)t(0,0) versus h, para m = 3,4,5,6.
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Figura 2: Curvas-h para n = 2: (θm)t(5,0) versus h, para m = 3,4,5,6.

La figura 3 ilustra la solución pseudo-exacta (16) de la ecuación (7), con n = 2, para m =
3,4,5,6, z = 1, y t ∈ [−10,10],

Figura 3: Solución pseudo-exacta con n = 2, z = 1, y h =−1.

La figura 4 ilustra parcialmente la evolución en el tiempo de la solución pseudo-exacta (16) de
la ecuación (7), con n = 2 y m = 6,
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Figura 4: Solución pseudo-exacta con n = 2, t = 1,2,3,4, z ∈ [0,20] y h =−1.

4.2. Generalizacion a Brooks-Corey

Para las familias paramétricas de Brooks-Corey, según [4] y [9], las funciones K(θ) y D(θ) en
(4) están dadas por

K(θ) = Ks[Se(θ)]3+
2
λ (17)

y

D(θ) = D1[Se(θ)]2+
1
λ , (18)

con Ks conductividad hidraulica de saturación, Se = (θ −θr)/(θs −θr) saturación efectiva, θr
humedad residual, θs humedad de saturación, D1 = [Ks pb]/[λ (θs−θr)], pb presión de burbujeo,
y λ índice de distribución del tamaño de poro. Los parámetros pb y λ caracterizan las funciones
de Brooks-Corey. Usualmente, λ fluctúa entre 0.2 (tamaño de grano uniforme) y 3.0 (tamaño de
grano hererogéneo), siendo λ = 2 un valor de referencia intermedio (Fuente: [9]). Por otro lado,
pb es la mínima presión de capilaridad requerida para desplazar la fase líquida. Reemplazando
(17) y (18) en (4), y multiplicando por (θs − θr)

−1, se obtiene una versión alternativa a la
ecuación de Richards basada en las funciones de Brooks-Corey

∂Se

∂ t
+a

∂S
3+ 2

λ
e

∂ z
−b

∂ 2S
3+ 1

λ
e

∂ z2 = 0, (19)

con a = Ks/(θs − θr) y b = D1/(3+ 1/λ ). Note que las funciones (5) y (6) son versiones al-
gebraicamente muy simplicadas de (17) y (18) con la correspondiente pérdida de significado
físico. El origen de (5) y (6) es de tipo matemático, y no físico, queriendo representar un com-
portamiento asintótico para valores muy pequeños de θ , según [6]. Para resolver analíticamente
la ecuación (19) a través del método HAM se utiliza el mismo operador de homotopía H defini-
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do en (10), el mismo operador lineal L, siendo la única diferencia el operador no lineal N, que
para la ecuación (19) se puede definir como

N(θ) = L(θ)+a · (θ 3+ 2
λ )z −b · (θ 3+ 1

λ )zz, (20)

en donde, sin pérdida de generalidad, se ha asumido que θs = 1 y θr = 0. Note que a no depende
de pb ni de λ , mientras que b sí depende funcionalmente de pb y λ , lo cual implica que cual-
quier simplificación, del operador N definido en (20), en sus derivadas respecto de z, afectará
el comportamiento del coeficiente b = b(pb,λ ). Se debe tener presente que el procedimiento
descrito en la sección 4.1 se aplica tal cual, y que el cálculo de Rm−1 a partir de (13) requiere el
uso de fórmulas adaptadas al hecho de que las potencias 3+ 2

λ y 3+ 1
λ en (20) no son números

enteros.

5. DISCUSIÓN Y PROBLEMAS ABIERTOS

Las funciones (5) y (6), introducidas en [6], son aproximaciones asintóticas válidas para valores
pequeños de θ . Por lo tanto su uso en [3], en reemplazo de funciones basadas en datos experi-
mentales, tales como Brooks-Corey, van Genuchten, u otras, aparece como una simplificación
excesiva. Por tal motivo, en este trabajo, se propone y formula la aplicación del método HAM
a la ecuación (19) basada en las funciones de Brooks-Corey (17) y (18), y sin ningún tipo de
simplificación. Un primer problema abierto, por tanto, consiste en formular el método HAM
con otras familias paramétricas, o definitivamente, con otras funciones arbitrarias asumiendo
una regularidad razonable.
Otro aspecto tiene que ver con la elección de la función de aproximación inicial θ0 presente
en (10), para lo cual el método HAM no proporciona un criterio objetivo. Una estrategia es
utilizar una función definida a partir de la solución analítica proveniente de otra técnica, lo
cual corresponde a lo realizado en [3]. Un inconveniente con esto es la eventual necesidad de
sobresimplificar la ecuación a resolver con tal de obtener dicha solución analítica. Un segundo
problema abierto, por tanto, consiste en construir θ0 a partir de algún método numérico idóneo
que, como se sabe, son menos restrictivos que los métodos analíticos.
En general, otro aspecto crítico asociado a la aplicación del método HAM es el respectivo
análisis de la convergencia, en base al comportamiento del parámetro h, y la estimación del
error asociado a la solución pseudo-exacta que surge al truncar la serie (12). Por una lado,
la convergencia se trata detalladamente en [2], por ejemplo. Sin embargo, un tercer problema
abierto que formulamos en este trabajo, consiste en estimar el error de truncamiento asociado
a la solución pseudo-exacta. En efecto, en base a nuestro mejor saber, no existen resultados
analíticos o numéricos al respecto, esto es, para la aplicación del método HAM a la solución
analítica de la ecuación de Richards.

6. CONCLUSIONES

El método HAM es eficaz en resolver analíticamente ecuaciones diferenciales parciales no li-
neales, que tradicionalmente han sido resueltas casi exclusivamente con métodos numéricos.
En sus fundamentos explota la operación topológica de deformar una función, utilizando una
homotopía adecuada, en otra función que resulta ser la solución de una ecuación dada. Para tal
efecto, transforma una ecuación no lineal en una sucesión infinita de ecuaciones lineales con
solución analítica conocida.
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En este trabajo se ha aplicado el método HAM para calcular una solución analítica de la clásica
ecuación de Richards identificando las potencialidades y dificultades de la técnica, y formulando
problemas abiertos relacionados cuyos avances esperamos informar en futuros reportes.
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RESUMEN

En un sistema de refrigeración básico, existen dos intercambiadores de calor (condensador y
evaporador), ambos con la misma función principal; cambiar de fase el fluido de trabajo.
Para obtener un buen dimensionamiento de estos intercambiadores, es necesario conocer el
coeficiente de transferencia de calor convectivo local de la parte interior de los tubos.
Este estudio propone una metodologı́a de cálculo para el coeficiente de transferencia de calor
convectivo local en minicanales horizontales, durante el proceso de evaporación, para mezclas
zeotrópicas.
La metodologı́a propuesta pretende ser validada con los datos obtenidos por Barraza [1], para
variadas muestras de mezclas zeotrópicas en minicanales operando en temperaturas criogénicas
con ciclos Joule-Thomson.
Los resultados de este estudio han mejorado el cálculo de coeficientes de calor convectivos
locales hasta en un 7,4% basado en el error porcentual promedio de los datos.

1. INTRODUCCIÓN

Las mezclas zeotrópicas, son aquellas que nunca tendrán la misma composición de lı́quido y
vapor en el estado de equilibrio lı́quido-vapor y además presentan un gradiente de temperatura
entre el punto de rocı́o y el punto de burbuja, llamado temperatura de deslizamiento. Mezclas
zeotrópicas son utilizadas en ciclos de refrigeración Joule-Thomson; con lo que se ha mejorado
sustancialmente la eficiencia de estos ciclos. La combinación de temperatura de deslizamiento
con un buen coeficiente de transferencia de calor durante los cambios de fase benefician la
operación de los ciclos Joule-Thomson.
Muchas correlaciones han sido propuestas para calcular los coeficientes de transferencia de ca-
lor durante la evaporación de sustancias puras. El tener correlaciones que permitan predicciones
adecuadas, es fundamental para el diseño adecuado de intercambiadores de calor y ası́ evitar di-
seños sobre o infra dimensionados. Chen [2] analizo una comparación de correlación con datos
medidos para agua y fluidos orgánicos, en este estudio se analizan las influencias de los me-
canismos microconvectivo (ebullición de núcleo) y macroconvectivos (influencia convectiva)
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en el cálculo de coeficientes. Dentro de todas las correlaciones iniciales, esta fue catalogada
como general por Shah [3] quien además propone un modelo de cálculo con una carta, el cuál
valida comparando el método con datos de agua, R-11, R-12 y R-22. Posteriormente Gungor y
Winterton [4], plantea una nueva correlación en conjunto con un procedimiento para calcular el
coeficiente de transferencia de calor convectivo, mediante una combinación de un coeficiente
del lı́quido hl , calculado según la ecuación de Dittus-Boelter [5] mezclado con un coeficiente
de ebullición completa mediante el uso de dos coeficientes.
En el ambito del presente estudio, Barraza et al. [1] plantea que algunos autores como Boiarski
et al. [6], Gong [7] y Ardhapurkar [8] han presentado análisis de los coeficientes de transferencia
de calor globales para intercambiadores de calor con mezclas para temperaturas criogénicas, sin
embargo, sus modelos están limitados ya que los coeficientes globales no son extrapolables a
otros sistemas con caracterı́sticas constructivas diferentes. Es por esto que Barraza et al. [1],
mide datos para diversas mezclas refrigerantes zeotrópicas, en variadas condiciones, y además,
recopila los métodos de cálculo de los coeficientes de transferencia de calor convectivos de dos
fases propuestos por Little [9], Granryd [10], Silver [11] - Bell y Ghaly [12].
Las motivaciones de este trabajo, son entender la transferencia de calor convectiva en mezclas
zeotrópicas evaporando en micro-canales en rangos de temperaturas criogénicas a través de
la modelación numérica del fenómeno.. Además en el estudio de mezclas zeotrópicas existen
pocos datos y poca información que apoye los cálculos en esta materia.

2. METODOLOGÍA DE CÁLCULO

El estudio propone analizar el proceso de evaporación de mezclas zeotrópicas en minicanales
horizontales. Asumiendo que el flujo tiene un comportamiento anular durante todo el proceso
de evaporación. Bajo este supuesto, las secciones ocupadas por las fases vapor y lı́quido son
determinadas utilizando la fracción de vacı́o propuesta por Rouhanni y Axelsson [13].
Se realiza un balance de fuerza tanto en la fase lı́quida como vapor de acuerdo a lo mostrado
en la figura 1, con el fin de determinar los esfuerzos de corte en ellas. El balance del vapor nos
entrega el esfuerzo en la interfase lı́quido-vapor presentado en la ecuación 1 y el del lı́quido
obtenemos el esfuerzo en la muralla mostrado en la ecuación 2

τiw =

�
dP
dx

�

2 f ases
· Di

4
(1)

τw = τiw · Di

D
+0,25 ·

�
dP
dx

�

2 f ases
· D2 −D2

i
D

(2)

La caı́da de presión en dos fases, se estima utilizando dos tipos de modelos, homogéneos, los
que analizan la parte lı́quida y gaseosa por separados, y los no homogéneos, los cuales consi-
deran la mezcla como una sola. Los modelos no homogeneos usados son, Muller-Steinhagen y
Heck [14] y Sun y Mishima [15]. Los modelos homogeneos son Cicchitti et al. [16] y Awad y
Muzychka [17]. Barraza et al. [18] concluyo que estos 4 modelos predicen razonablemente la
caı́da de presión en mezclas zeotrópicas evaporadas en microcanales.

3. PARÁMETROS DE DISCRETIZACIÓN Y PERFILES DE VELOCIDAD

Los perfiles de velocidad de ambas fases presentan mayores variaciones en las cercanias de las
iterfases (lı́quido-vapor y lı́quido-muralla) debido a la transmisión de esfuerzos de corte. En
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LÍQUIDO

VAPOR

Línea de centro

Figura 1: Distribución de los nodos a través del tubo, mostrando las distancias yi y ri.

este contexto, se define la velocidad de fricción, que es una representación de los esfuerzos de
corte en unidades de velocidad, según la ecuación 3.

u∗ =
�

τ
ρ

(3)

Para caracterizar de buena manera la sub capa viscosa, se define su longitud caracterı́stica Lcar,vs
según la ecuación 4.

Lcar,vs =
ν
u∗

(4)

Estas dimensiones han de ser calculadas para el lı́quido y el vapor. Luego se discretizan ambas
fases, en base a la dimensión caracterı́stica y una función potencial, para garantizar una mayor
densidad de nodos en la zona de la sub capa viscosa (ecuaciones 5 y 6).

MFliq =

�
D−Di

2 ·Lcar,vs,liq

� 1
M−1

(5)

MFgas =

�
Di

2 ·Lcar,vs,gas

� 1
N−M−1

(6)

Donde M representa el número de nodos del lı́quido y N el total de nodos. Esto permite definir
un número caracterı́stico adimensional relacionado a la distancia entre el nodo y la interfase,
esta número se define según la ecuación 7.

y+i =

�
MFi−1

liq sı́ i < M

MFi−(M+1)
gas sı́ M+1 < i < N

para i = 1..N (7)

La distancia, se obtiene combinando y+ con Lcar según la ecuación 8 donde δ representa el
ancho de la pelı́cula de lı́quido.

yi =

�
y+ ·Lcar,liq,vs sı́ i < M
y+ ·Lcar,gas,vs +δ sı́ M+1 < i < N para i = 1..N (8)
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Con esto se puede definir la distancia radial ri según la ecuación 9

ri =
D
2
− yi (9)

También, es necesario considerar una discretización en la dirección horizontal, en la cual los
intervalos de división se considerarán según la ecuación 10 donde nhor, representa el número de
divisiones horizontales.

Δxtabla =
L

nhor
(10)

Todas los parámetros anteriormente señalados, están esquematizados en la figura 2.

y

r

1

2

M+1

M+2

M

N

−

líquido

gas

Figura 2: Distribución de los nodos a través del tubo, mostrando las distancias yi y ri.

Los perfiles de velocidad de Prandtl-Taylor, Spalding, von Kàrmàn y van Driest, son recopilados
por Nellis y Klein [19]. Estos están en función de la distancia adimensional y+, y cada uno de
ellos llevo consigo un modelo de difusividad de momentum respectivo. Esta difusividad se debe
a los remolinos turbulentos que se producen en el flujo.

4. BALANCE DE ENERGÍA EN LOS NODOS

Para cada nodo, se calcula la conductividad térmica ke f f (ecuación 11), la cuál combina el trans-
porte de energı́a por difusión molecular reflejado en k y la energı́a transportada por remolinos
turbulentos, representado por kturb, el que se muestra en la ecuación 12.

kturb,i =
υ ρ c
Prturb

�εM

υ

�
i

para i = 1..N (11)

ke f f ,i = k+ kturb,i para i = 1..N (12)

El número de Prandtl turbulento de la ecuación 11, se define como 0,9 [-].
El primero nodo a analizar esta pegado a la pared, como se observa en la figura 3 (a). El balance
se presenta en la ecuación 13.

ρlclu1Ac,1T1 + q̇entrada + q̇pared = ρlclu1Ac,1T1 +ρlclu1Ac,1
dT1

dx
dx (13)
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(a)

(b)

− 1

+ 1

�

�

(c)

(d)

Figura 3: (a)Volumen de control del nodo 1, que permite realizar un balance energético y determinar la variación
de temperatura en la dirección horizontal. (b) Volumen de control del nodo i-ésimo de la parte lı́quida, que permite
realizar un balance energético y determinar la variación de temperatura en la dirección horizontal. (c) Volumen
de control del nodo M correspondiente a la interfase, a diferencia de los demás este nodo presenta un q̇evap. (d)
Esquema de la interfase, primer nodo de la parte vapor.

Se transfiere calor por conducción desde las 4 direcciones de pared, nodo radial y los dos nodos
axiales. El calor transferido radialmente desde la pared, en la ecuación 14, considera la dife-
rencia de temperatura entre la pared y el nodo 1 sobre la distancia entre la pared y el mismo
nodo.

q̇pared = ke f f ,1 ·π ·D ·dx
Ts −T1�D
2 − r1

� (14)

Se expresa en la ecuación 15, la transferencia de calor entre el nodo 1 y el nodo vecino en la
dirección radial. Esta expresión la cuál representará el calor de entrada (o salida) se aplica en
forma general para los nodos.

q̇entrada =
(ke f f ,1 + ke f f ,2)

2
·2π

(r1 + r2)

2
dx

(T2 −T1)

(r1 − r2)
(15)

La conductividad térmica efectiva es la promedio de ambos nodos, el área de transferencia se
ubica a medio camino entre ambos nodos. Reemplazando las ecuaciones 14 y 15 en la ecuación
13 y despejando dT

dx se obtiene la ecuación 16.
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�
dT
dx

�

1
=

1
Ac,1 ·ρl · cl ·u1

�
(ke f f ,1 + ke f f ,2)

2
·2π

(r1 + r2)

2
(T2 −T1)

(r1 − r2)

+ ke f f ,1 ·π ·D (Ts −T1)�
D
2 − r1

�
�

(16)

Los otros nodos de interés son mostrados en la figura 3 y se realiza un tratamiento similar al
descrito previamente.
En el nodo de la interfase se produce además la evaporación, que se representa como una ge-
neración de calor negativa. Este valor se calcula como el calor total aportado menos los calores
sensibles del lı́quido y vapor, evaluados en base a una variación de temperatura en la dirección
horizontal.

5. NÚMEROS DE NUSSELT Y COEFICIENTES DE TRANSFERENCIA DE CALOR
EN DOS FASES

Las áreas transversales se calculan según la ecuación 17.

Ac,i = π

��
ri + ri−1

2

�2

−
�

ri + ri+1

2

�2
�

para i = 2..(N −1) (17)

El primer nodo de la interfase lı́quido-gas, el nodo M, presenta algunas particularidades que
deben ser consideradas.
El área del nodo central N, es presentado en la ecuación 18

Ac,N = π
�rN−1

2

�2
(18)

La temperatura de cada nodo, se calcula integrando la variación de temperatura en función de
la posición axial, para todo el largo del tubo y para todos los nodos. Esto se realiza según la
ecuación 19.

Ti = Tin +
� L

0

�
dT
dx

�

i
dx (19)

La temperatura media del lı́quido (definida en la ecuación 20) y del gas (definida en la ecuación
21), se estima sumando la energı́a transportada por cada nodo y dividiendo por la suma del área
multiplicada por la velocidad de cada nodo.

Tm,l =
∑M

i=1 ui ·Ac,i ·Ti

∑M
i=1 ui ·Ac,i

(20)

Tm,g =
∑N

i=M+1 ui ·Ac,i ·Ti

∑N
i=M+1 ui ·Ac,i

(21)

Los número de Nusselt, para las fases lı́quido y vapor se calculan de forma separada. La fase
lı́quida considera el calor transferido en la pared, la conductividad del lı́quido considerado como
homogénea y la diferencia de temperaturas entre la superficie y la media del lı́quido. Esto es
expresado en la ecuación 22.
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Nul =
q��s ·D

kl · (Ts −Tm,l)
(22)

El número de Nusselt para la parte gaseosa, considera la transferencia de calor en la interfase
(desde el lı́quido al gas), como se presenta en la ecuación 23

q��s,2 = ke f f ,M+1 ·
�

TM −TM+1
Di
2 − rM+1

�
(23)

El número de Nusselt para la fase gaseosa, se muestra en la ecuación 24.

Nug =
q��s,2 ·Di

kg · (TM −Tm,g)
(24)

Las correlaciones propuestas por Little [9], Granryd [10] y Silver [11] - Bell y Ghaly [12] se re-
visan y modifican. Estas correlaciones calculan coeficientes de transferencia de calor para cada
una de las fases y luego los combinan. Las correlaciones originales de Little y Granryd serán
analizadas y, también se recalcularán los coeficientes de transferencia de calor de la pelicula
lı́quida y núcleo de vapor utilizando las ecuaciones 25 y 26. La correlación de Silver - Bell et
al. será analizada solamente con los valores calculados.

htcl,calc =
Nul · kl

D
(25)

htcg,calc =
Nug · kg

Di
(26)

6. RESULTADOS

Los coeficientes de transferencia de calor calculados se compararan con datos experimentales
reportados por Barraza et al. [1] para la mezcla 45% metano 35% etano y 20% propano y las
condiciones a considerar son, un tubo de diámetro 2,871 [mm], una rugosidad relativa de 0,40
[µm], presión de evaporación 790 [kPa] y 146 [kg/m2-s]. La validez del modelos se evalúa
utilizando el error porcentual promedio.
Los perfiles de velocidad en función del radio son mostrados en la figura 4 (a) y los perfiles
de temperatura en la figura 4 (b), en ellos se puede observar que la velocidad y temperatura de
pared son variables para las distintas calidades.
Para la comparación se analiza el error porcentual promedio, y se calcula para cada uno de los
valores obtenidos, sin embargo, es necesario realizar un promedio de cada uno de los valores
obtenidos para todas las calidades, para determinar, en primera instancia, que modelo funciona
mejor, basado en el calculo de errores. Los diversos modelos han sido combinaciones de perfiles
de velocidad con caı́das de presión. En la tabla, se muestran los errores porcentuales promedios
para las correlaciones y para los valores calculados. En la parte de las correlaciones, el valor
mı́nimo entre ambas es destacada con un color de celda azul, en cambio, los valores calculados
son destacados con verde el valor mı́nimo y amarillo el segundo valor mı́nimo. Considerando
el total de los valores calculados, los valores mı́nimos son destacados en negrita.
De esta tabla, se observa que los mejores resultados, son obtenidos para un perfil de velocidad de
van Driest combinados con una caı́da de presión de Müller-Steinhagen y Heck y con un perfil de
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Figura 4: (a) Perfil de velocidad de van Driest combinado con una caı́da de presión de Müller-Steinhagen y Heck
para distintas calidades (b) Perfı́l de temperatura obtenido para el mismo perfil de velocidad y caı́da de presión.

Perfil de velocidad von Kármán

Correlaciones Calculados

Pérdida de carga Littlecorr Granrydcorr Littlecalc Granrydcalc SBGcalc Directocalc

Müller-Steinhagen y Heck [14] 10,34% 22,81% 3,12% 4,57% 23,54% 28,94%
Sun y Mishima [15] 10,34% 22,81% 8,68% 10,51% 26,77% 24,94%
Cicchitti et al. [16] 10,34% 22,81% 7,83% 5,62% 19,64% 35,65%
Awad y Muzichka [17] 10,34% 22,81% 4,27% 3,54% 21,89% 31,20%

Perfil van Driest

Correlaciones Calculados

Pérdida de carga Littlecorr Granrydcorr Littlecalc Granrydcalc SBGcalc Directocalc

Müller-Steinhagen y Heck [14] 10,34% 22,81% 2,94% 4,33% 24,24% 32,73%
Sun y Mishima [15] 10,34% 22,81% 7,35% 9,16% 26,65% 26,90%
Cicchitti et al. [16] 10,34% 22,81% 6,91% 4,61% 20,27% 37,89%
Awad y Muzichka [17] 10,34% 22,81% 4,25% 3,53% 22,33% 35,35%

Tabla 1: Resumen de los errores porcentuales promedio, para los diversos perfiles de velocidad mezclados con las
perdidas de carga.

velocidad de von Kármán combinados con una caı́da de presión también de Müller-Steinhagen
y Heck
Se puede observar, la gran correlación que muestran Little y Granryd calculados, con respecto
a los valores medidos para las calidades centrales. El modelo ha sido programado considerando
un flujo anular, y cuando existen calidades bajas, probablemente el flujo dista de ser anular.
Por otra parte, en las calidades altas, los datos experimentales muestran signos de secado de
pared. Una mejor comparación en un gráfico que incluya en el eje de las abscisas el logaritmo
del coeficiente calculado y en las ordenadas el logaritmo del coeficiente medido. Lo anterior es
presentado en la figura 5
Se observa, consecuente a lo presentado en la tabla 6, que los mejores resultados se obtienen
con los perfiles de velocidad de von Kármán y van Driest. También es importante señalar que
para la correlación de Little, funciono mejor una caı́da de presión no homogénea de Muller-
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Figura 5: Correlación de los datos calculados con los medidos en gráficos dispuestos para cada unos de los perfiles
de velocidad, con los dos mejores resultados de cada uno, para dos muestras de misma composición.

Steinhagen y Heck. y en el caso de Granryd, fue mejor la caı́da de presión homogénea de Awad
y Muzichka.
Con respecto a los rango de comparación de las correlaciones, se establece ±15% y se observa
que para el perfil de velocidad de van Driest el 0% de los datos queda fuera de rango y para el
de von Kármán el 3,33%.
Si se realiza un análisis más exacto, considerando un rango de ±5%, el perfil de van Driest deja
fuera un 18,33% y el de von Kármán dejan fuera 11,66% de los datos.

7. CONCLUSIONES

Para el cálculo del coeficiente de transferencia de calor convectivo, se han probado una serie de
combinaciones relacionadas con el cálculo del modelo en sı́. Con respecto al perfil de velocidad,
se observa que este es una variable significativa a la hora del cálculo, puesto a que los peores
resultados se obtuvieron para el perfil de velocidad universal de Prandtl-Taylor, el cuál es pre-
sentado por Nellis y Klein [19], como el perfil más simple de todos y por tanto el menos exacto.
Observando los perfiles más exactos, los resultados son consecuentes con el mejor resultado
obtenido, que corresponde al perfı́l de van Driest.
La caı́da de presión no tiene una influencia tan significativa analizando el mismo perfil de ve-
locidad. Para el caso del perfil de von Kármán y van Driest, los cuales presentaron mejores re-
sultados, la caı́da de presión que mejor funciono fue la de Müller-Steinhagen y Heck en ambos
casos. Considerando el segundo mejor resultado, que corresponde a la caı́da de presión de Awad
y Muzichka, no existe una mayor variación con respecto a los resultados obtenidos con Müller-
Steinhagen y Heck En base a esto, es posible concluir que las caı́das de presión no presentan una
influencia significativa, pensando que la génesis de los modelos es diferente (Müller-Steinhagen
y Heck → Modelo homogéneo y Awad y Muzichka → Modelo no homogéneo).
Los mejores resultados obtenidos son combinando el modelo numérico con Little [9].

REFERENCIAS

[1] Rodrigo Barraza, Gregory Nellis, Sanford Klein, and Douglas Reindl. Measured and pre-
dicted heat transfer coefficients for boiling zeotropic mixed refrigerants in horizontal tu-
bes. International Journal of Heat and Mass Transfer, 97:683–695, 2016.

95



10

[2] John C Chen. Correlation for boiling heat transfer to saturated fluids in convective flow.
Industrial & engineering chemistry process design and development, 5(3):322–329, 1966.

[3] Mirza M Shah. A new correlation for heat transfer during boiling flow through pipes.
1976.

[4] Kernal Ersin Gungor and RHS Winterton. A general correlation for flow boiling in tubes
and annuli. International Journal of Heat and Mass Transfer, 29(3):351–358, 1986.

[5] F.W. Dittus and L.M.K. Boelter. Heat Transfer in Automobile Radiators of the Tubular
Type. University of California publications in engineering. University of California Press,
1930.

[6] M Boiarski, A Khatri, and V Kovalenko. Design optimization of the throttle-cycle cooler
with mixed refrigerant. In Cryocoolers 10, pages 457–465. Springer, 2002.

[7] MQ Gong, JF Wu, EC Luo, YF Qi, QG Hu, and Y Zhou. Study on the overall heat trans-
fer coefficient for the tube-in-tube heat exchanger used in mixed-gases coolers. In AD-
VANCES IN CRYOGENIC ENGINEERING: Proceedings of the Cryogenic Engineering
Conference-CEC, volume 613, pages 1483–1490. AIP Publishing, 2002.

[8] PM Ardhapurkar, Arunkumar Sridharan, and MD Atrey. Experimental investigation on
temperature profile and pressure drop in two-phase heat exchanger for mixed refrigerant
joule–thomson cryocooler. Applied Thermal Engineering, 66(1):94–103, 2014.

[9] WA Little. Heat transfer efficiency of kleemenko cycle heat exchangers. In ADVANCES IN
CRYOGENIC ENGINEERING: Transactions of the Cryogenic Engineering Conference-
CEC, Vol. 53, volume 985, pages 606–613. AIP Publishing, 2008.

[10] E Granryd. Heat transfer in flow evaporation of non-azeotropic refrigerant mixtures–a
theoretical approach. In Proc. 18th Int. Congress Refrig., Canada, pages 1330–1334,
1991.

[11] L Silver. Gas cooling with aqueous condensation. Trans. Inst. Chem. Eng, 25(3), 1947.
[12] KJ Bell and MA Ghaly. An approximate generalized design method for multicompo-

nent/partial condenser. In AIChE Symp. Ser, volume 69, pages 72–79, 1973.
[13] S Zia Rouhani and Eva Axelsson. Calculation of void volume fraction in the subcooled and

quality boiling regions. International Journal of Heat and Mass Transfer, 13(2):383–393,
1970.

[14] H Müller-Steinhagen and K Heck. A simple friction pressure drop correlation for two-
phase flow in pipes. Chemical Engineering and Processing: Process Intensification,
20(6):297–308, 1986.

[15] Licheng Sun and Kaichiro Mishima. Evaluation analysis of prediction methods for two-
phase flow pressure drop in mini-channels. International Journal of Multiphase Flow,
35(1):47–54, 2009.

[16] A Cicchitti, C Lombardi, M Silvestri, G Soldaini, and R Zavattarelli. Two-phase cooling
experiments: pressure drop, heat transfer and burnout measurements. Technical report,
Centro Informazioni Studi Esperienze, Milan, 1959.

[17] MM Awad and YS Muzychka. Effective property models for homogeneous two-phase
flows. Experimental Thermal and Fluid Science, 33(1):106–113, 2008.

[18] Rodrigo Barraza, Gregory Nellis, Sanford Klein, and Douglas Reindl. Measured and pre-
dicted frictional pressure drop for boiling zeotropic mixed refrigerants in horizontal tubes.
International Journal of Heat and Mass Transfer, 98:285–298, 2016.

[19] G. Nellis and S. Klein. Heat Transfer. Cambridge University Press, 2009.

96



!
Sociedad Chilena de
Mecánica Computacional

Cuadernos de Mecánica Computacional

Vol. 14 n◦1, 2016

SIMULACIÓN COMPUTACIONAL DE SOLIDIFICACIÓN DE
GOTAS EN CAIDA LIBRE: APROXIMACIÓN ESFÉRICA

UNIDIMENSIONAL

Gonzalo Cornejo y Carlos Rosales
Departamento de Ingeniería Mecánica - Universidad Técnica Federico Santa María

Av. España 1680 - Valparaíso - CHILE
e-mail :Gonzalo.cornejog@gmail.com, Carlos.rosales@usm.cl

RESUMEN

El estudio de la solidificación de gotas en caída libre, motivada por un proceso de peletización
de escoria de cobre, es un fenómeno que presenta fuertes dificultades en su validación experi-
mental, donde la elección de un modelo basado en transferencia de calor permitiría facilitar el
desarrollo e investigación en torno a esta rama de problemas. Una aproximación realizada con
el método de recuperación de calor, validada cualitativamente a través de una solución analítica,
permitió explorar la posibilidad de solidificar escoria mediante caída libre, resultando en una
distancia requerida mayor a 200 metros en condiciones normales; sin embargo, esta puede ser
reducida de forma significativa a través de variaciones en el diámetro de la gota, disminución
del porcentaje de solidificación e inclusión de un contraflujo. Finalmente, un análisis adimensio-
nal exploratorio determinó que el tiempo de solidificación adimensional tiene una sensibilidad
importante a la conductividad térmica del material, además de la necesidad de incluir las pro-
piedades ambientales explícitamente para obtener un indicador general.

1. INTRODUCCIÓN

En procesos de peletización de gotas grandes, conocer el progreso de su solidificación es vital
para el diseño general de este (i.e.: diámetro de generación, mitigación de impacto). Particu-
larmente, una fundición de cobre podría mejorar su control y manejo de escoria, a la vez que
posibilita mejoras en las emisiones, a través de un proceso de peletización; Sin embargo, para
implementarlo es necesario conocer de antemano cómo solidifica una gota de escoria en caída
libre, es decir, determinar cuántos metros de caída libre son necesarios y cuáles son los factores
externos más relevantes en el proceso, considerando además, que el uso de agua debe minimi-
zarse dado el contexto de las fundiciones en general.

Las fuentes bibliográficas más importantes en el desarrollo de este trabajo fueron escri-
tas por J. McCoy [1], L. Brush [2] y R. Grugel [3]. McCoy realizó ensayos centrados
principalmente en la dinámica de la gota, determinando las variables relevantes durante la

97



 

caída libre, en distintas condiciones ambientales y con distintos materiales de prueba. Más 

tarde, Brush y Grugel se basan en los resultados obtenidos por McCoy para estimar el 

progreso de la solidificación de la gota, obteniendo una solución analítica y una de 

seguimiento de interfaz (numérica), que se validaron en contraste con un experimento 

realizado en el centro espacial Marshall. Ambos autores concluyen que existen dificultades 

importantes para realizar una validación experimental, debido a que es imposible observar 

el interior de la gota y medir explícitamente el avance del interfaz solido-líquido. 

 

La definición de las propiedades de la escoria de cobre es también un tópico de cuidado, 

debido a que su composición varía dependiendo del mineral de origen y el proceso de 

fundición particular [4]; Por lo tanto, para este estudio se aproximan las propiedades 

térmicas de la escoria fayalítica como si se tratara de un material puro (tabla 1). 
 

Símbolo  Propiedad Unidades Valor 

𝑇𝑓 Temperatura de fusión  [K] 1490 

ρ𝑝 Densidad [kg/m3] 4393 

𝐿 Calor latente [J/kg] 453000 

𝐶𝑝𝑠𝑜𝑙 Calor especifico E-Solido [J/kg K] 999 

𝐶𝑝𝑙𝑖𝑞  Calor específico E-Líquido [J/kg K] 1100* 

𝐾𝑠𝑜𝑙  Conductividad térmica Sólido [W/m K] 2.2 

𝐾𝑙𝑖𝑞  Conductividad térmica Liq. [W/m K] 1* 

𝜀 Emisividad [-] 0.5* 
Tabla 1 Propiedades estimadas de: escoria de cobre(fayalita): Fuentes: [5] [6] [7]. *: Aproximada 

Finalmente, las condiciones en las cuales cae la gota, se basan en las que se presentan en 

un régimen de goteo, es decir, considerando la caída de una gota única, con simetría radial, 

velocidad inicial despreciable y temperatura inicial uniforme. 

 

En este documento se describen las condiciones generales del ensayo bajo el contexto del 

problema descrito, luego se entregan detalles del modelo computacional, resultados de la 

simulación en escoria, análisis de sensibilidad y análisis adimensional exploratorio. 

 

2.- Descripción general del fenómeno 

 

La descripción del movimiento de la gota se basa principalmente en lo obtenido por 

McCoy, donde se utilizan las ecuaciones de movimiento (2.1) y (2.2)  

𝑑𝑈

𝑑𝑡
= 𝑔

(𝜌𝑃 − 𝜌𝑔)

𝜌𝑃
−

3 𝐶𝐷𝑈(𝑡)2𝜌𝑔

8 𝜌𝑅𝑒𝑥𝑡
 (2.1)  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑈(𝑡) (2.2)  

Donde U es la velocidad de caída la gota, 𝜌𝑃 es la densidad del material, CD el coeficiente 
de arrastre aerodinámico, ρg es la densidad del gas circundante y Rext es el radio externo. 

Ambas ecuaciones son válidas para gotas esféricas cayendo en un gas en reposo, e incluyen 

correcciones en el coeficiente de arrastre dadas por bibliografía (R. Clift [8]). 
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Para el cálculo del enfriamiento de la gota, los principales mecanismos de transferencia de 

calor son: convección y radiación en el exterior, y conducción en el interior. (fig. 1) 

 

 
Fig. 1 Volumen de control de gota en solidificación 

 

El cálculo y determinación de convección natural en el interior de materiales en 

solidificación, es un tópico de investigación actual [9]; sin embargo, debido al contexto 

del problema (i.e.: diámetros del orden de milímetros) esta se puede despreciar. En el 

exterior, el coeficiente de convección es obtenido a través de la ecuación (2.3), dada por 

Tomotika et al [10].  

ℎ𝑡(𝑇, 𝑈) =
𝐾𝑔

2 𝑅𝑒𝑥𝑡 
(2 + 0.3𝑃𝑟1 3⁄  𝑅𝑒0.6) (2.3)  

Donde 𝐾𝑔 es la conductividad térmica del gas, 𝑃𝑟 y 𝑅𝑒 son los números de Prandtl y 

Reynolds del medio circundante a la gota, calculados a temperatura de film. Esta ecuación 

es una relación empírica, válida para números de Re menores a 105. Así, las ecuaciones de 

transferencia de calor exterior e interior están dadas por (2.4) y (2.5) respectivamente. 

 

(𝑅𝑒𝑥𝑡
3 − 𝑅𝑖𝑛

3 )

3
𝜌𝑝 𝐶𝑝𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −𝐾𝑅𝑖𝑛

2
𝜕𝑇

𝜕𝑟
|

𝑖𝑛
− 𝑅𝑒𝑥𝑡

2  𝜎 𝜀 (𝑇𝑒𝑥𝑡
4 − 𝑇∞

4) − 𝑅𝑒𝑥𝑡
2  ℎ𝑡(𝑇𝑒𝑥𝑡 − 𝑇∞) (2.4)  

𝜌𝐶𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
( 𝐾𝑟2

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) (2.5)  

 

Donde 𝑅𝑖𝑛 es el radio del borde interno del elemento diferencial del borde exterior de la 

gota, 𝑇∞ es la temperatura del medio, 𝑇𝑒𝑥𝑡 es la temperatura del borde externo de la gota y 

ℎ𝑡 es el coeficiente de convección externo. 
 

3.- Simulación de la solidificación  

 

En general, la simulación computacional de la solidificación se puede dividir en dos ramas 

[11]: Métodos de búsqueda de interfaz, que adaptan la discretización del problema al 

movimiento del frente de solidificación; y los métodos basados en balance de calor, que se 

centran en la determinación de la distribución de temperaturas, y en base a ello, lograr 

estimar el avance de la solidificación. Considerando los trabajos de autores anteriores y las 

características de problema en sí, se infiere que la vía más adecuada para resolverlo es 

utilizar un modelo basado en balance de calor, el cual debe ser acoplado con la resolución 

de la ecuación (2.5).  
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La resolución numérica del problema, se realiza mediante la discretización de (2.5) en 

volúmenes finitos, motivo por el cual se escoge el método de recuperación de calor para 

modelar la solidificación de la gota, haciendo coincidir los volúmenes de la discretización 

con los volúmenes a utilizar en el modelo. Así, la evolución del acumulador de 

solidificación para un material puro está definida por la ecuación (3.1). 

𝑃𝑠𝑜𝑙(𝑖 ,   𝑡 + 𝛥𝑡) = 𝑃𝑠𝑜𝑙(𝑖 ,   𝑡) + 𝐶𝑃 (𝑇𝑓𝑢𝑠 − 𝑇(𝑖 ,𝑡+𝛥𝑡) ) 𝐿⁄  (3.1)  

Donde 𝑇𝑓𝑢𝑠 es la temperatura de fusión, 𝐿 el calor latente del material, 𝑅(𝑡) el radio líquido 

de la gota y 𝑃𝑠𝑜𝑙 es el acumulador de solidificación de la celda i-ésima, el cual se suma 
para aproximar el radio líquido de la gota en base a la ecuación (3.2). 

 

(
𝑅(𝑡)

𝑅𝑒𝑥𝑡
)

3

  =  1 − ∑
𝑃𝑠𝑜𝑙𝑖

𝑛

𝑛

𝑖=1

   (3.2)  

Donde 𝑛 es la cantidad total de celdas de la discretización. Dada la dificultad que se tiene 

para realizar una validación experimental del algoritmo, se utilizan las ecuaciones 

analíticas de Grugel et al [3] para obtener un contraste cualitativo.  

 

(
𝑅(𝑡)

𝑅𝑒𝑥𝑡
)

3

= 1 −
3ℎ𝑡(𝑇𝑓𝑢𝑠 − 𝑇∞)

𝑅𝑒𝑥𝑡 𝐿
(𝑡 − 𝑡𝑠) (3.3)  

Donde 𝑡𝑠 es el tiempo de inicio de solidificación  

𝑡𝑠 = − (
𝜌𝑃 𝐶𝑝𝑙𝑖𝑞  𝑅𝑒𝑥𝑡

3ℎ𝑡
) 𝑙𝑛 (

 𝑇𝑓𝑢𝑠 − 𝑇∞

𝑇0 − 𝑇∞
) (3.4)  

Donde, 𝑇0 es la temperatura inicial de la gota. Las ecuaciones (3.3) y (3.4), como parte de 
una solución analítica, suponen un avance de solidificación uniforme desde el borde hacia 

el centro, a temperatura y propiedades térmicas constantes.  

 

4.- Verificación y validación  

 

La verificación de los resultados incluye procedimientos de convergencia y estabilidad con 

esquemas explícitos, que tienen la condición de estabilidad (4.1). 

 

𝛥𝑡 ≤
𝛥𝑟2 𝜌𝐶𝑝𝑚𝑖𝑛 

𝐾𝑚𝑎𝑥
  (𝑚𝑖𝑛 {

7 

24  𝛥𝑟 (4 𝜎𝑟𝑎𝑑 𝜀 𝑇1
(𝑡)3

+ ℎ𝑡(𝑇1
𝑡)) /𝐾𝑚𝑎𝑥  + 6 

,
1 

6
}) (4.1)  

 

Donde 𝑇1 es la temperatura del centro de la gota y 𝐾𝑚𝑎𝑥  , 𝐶𝑝𝑚𝑖𝑛 son las cotas máximas y 

mínimas de las propiedades térmicas correspondientes. La validación del algoritmo se 

realiza en condiciones iguales a las que dieron origen a la solución analítica y, dado que 

estas sólo son válidas para materiales con alta conductividad térmica, las soluciones son 

comparadas en temperatura de borde externo (Fig. 2a) y radio líquido (Fig. 2b) utilizando 

las propiedades de la plata. 
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Fig. 2 Validación de algoritmo de cálculo. Radio líq.(a). Temperatura (b). D: 5 [mm]; sobrecalentamiento: 100[k] 

 

En ambos casos se observa que existe similitud en las tendencias de las curvas, a la vez 

que fuertes desviaciones cuantitativas en la predicción de temperatura y el radio líquido, 

las cuales se encuentran justificadas por la utilización de convección constante y el 

supuesto de temperatura constante en el interior de la gota, en la solución analítica. 

 

5.-Análisis de escoria 

 

La distribución de temperaturas de la gota al inicio de la solidificación (Fig. 3a) demuestra 

que la mayoría del calor sensible se encuentra aún dentro de esta, fenómeno que es 

consecuencia de la baja conductividad térmica del material, lo cual también se encuentra 

relacionado con un inicio instantáneo de la solidificación. Luego, a los 100 metros de caída 

libre (Fig. 3b), se observa una disminución del gradiente de temperaturas hacia el interior, 

al mismo tiempo que éste aumenta en la zona sólida, hecho que demuestra que el flujo de 

energía desde la zona sobrecalentada continúa a través del interfaz durante el proceso. La 

solidificación se completa después de los 200 metros de caída libre (fig. 3c), donde además 

se observa un gradiente de temperatura importante en la zona sólida. 

 

 
Fig. 3 Temperaturas al interior de la gota. (a) Al inicio; (b) a los 100 metros; (c) Al final de la solidificación.  
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En contraste con lo observado en la solidificación de la plata (fig. 2b), se observa que la 

solidificación comienza de forma mucho más temprana en los materiales de baja 

conductividad térmica, donde además se observan fuertes gradientes de temperatura. 

Finalmente, en el avance de la solidificación de la gota (fig. 4a) y de su radio líquido (fig. 

4b) se observa una diferencia importante al comparar la distancia donde se encuentra el 

50% de la solidificación versus la distancia donde solidifica el 50% del radio, donde el 

último se completa cerca del final del proceso, perjudicando la supervivencia de la gota a 

la caída si su impacto es prematuro. 

 

 
Fig. 4 Avance de la solidificación. (a) Porcentaje. (b) Reducción del radio líquido.  

 

5.1 Análisis de sensibilidad 

 

El análisis de sensibilidad considera modificaciones en el Sobrecalentamiento, diámetro 

de la gota, inclusión de un contraflujo y la necesidad de completar un porcentaje de 

solidificación específico. En la figura (5a) se observa la sensibilidad de la escoria a la 

distancia para completar la solidificación frente a distintos diámetros y 

sobrecalentamientos, mientras que en la figura (5b), se observa la sensibilidad de la plata 

en las mismas condiciones. 

 

 
Fig. 5  Sensibilidad de la solidificación (100%) al diámetro y sobrecalentamiento. (a) Escoria; (b) Plata 
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En ambas figuras se observa que la sensibilidad al diámetro y sobrecalentamiento tiene 

una tendencia independiente de las propiedades térmicas del material, prevaleciendo el 

diámetro por sobre el sobrecalentamiento. Utilizando el mismo procedimiento, se 

determina la sensibilidad al porcentaje de solidificación final, resultando en una reducción 

significativa de la distancia cuando el porcentaje de solidificación requerido es menor. Las 

figuras (6a) y (6b) ilustran la sensibilidad al diámetro y sobrecalentamiento con un 50% y 

un 30% de solidificación respectivamente. 

 

 
Fig. 6 Sensibilidad de la solidificación al diámetro y sobrecalentamiento. (a) 50% de progreso; (b) 30% de progreso. 

 

Finalmente, la sensibilidad a la inclusión de un contraflujo (fig. 7a), se observa como una 

práctica beneficiosa, debido a que puede reducir significativamente tanto la necesidad de 

caída de la gota como su velocidad absoluta (fig. 7b). 

 

 
Fig. 7 (a) Sensibilidad de la solidificación a un contraflujo; (b) Velocidad absoluta de la gota con contraflujo. 

 

6.- Análisis adimensional 

 

Considerando el enfriamiento externo como un fenómeno cuya tendencia es independiente 

de las propiedades térmicas, la adimensionalización considera todas las propiedades 

térmicas de la gota en solidificación, de entre las cuales la conductividad térmica y la 

capacidad calorífica se duplican para cada estado, debido a que tienden a presentar 
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discontinuidades en el cambio de fase, (i.e.: Cp(liq), Cp(sol)). Asimismo, no se considera 

adecuado utilizar ambos parámetros como repetidos; en cambio, las variables escogidas 

son: Calor latente, Radio de la esfera, diferencia entre la temperatura inicial respecto a la 

temperatura ambiente y densidad; con los cuales se puede dar origen a seis números 

adimensionales, en la tabla 3. 
 

Nombre Fórmula 

Numero de Stefan 𝑆𝑡 = 𝐶𝑝(𝑇0 − 𝑇∞) 𝐿⁄  

Conductividad adimensional 𝜅 = 𝐾(𝑇0 − 𝑇∞) (𝑅𝑒𝑥𝑡 𝜌 𝐿3 2⁄ )⁄  

Temperatura adimensional Θ = (𝑇0 − 𝑇∞) (𝑇𝑓 − 𝑇∞)⁄  

Tiempo adimensional 𝜏 = 𝑡𝐿0.5 𝑅𝑒𝑥𝑡⁄  

Tabla 2 Números adimensionales. Nota: Tanto el número de Stefan como el de Conductividad se duplican para las 
propiedades en estado sólido y líquido, consideradas como propiedades distintas. 

La sensibilidad del tiempo adimensional versus cada uno de los indicadores se encuentra 

en la figura 8, donde se observa dependencia de todas las variables ensayadas, pero se 

destaca la sensibilidad con respecto a la conductividad adimensional cuando esta tiene un 
valor relativamente bajo (~10 [Wm-1K-1]), lo que indica que debe tenerse un especial cuidado 

en la determinación de dicha propiedad. 

 

 
Fig. 8 Sensibilidad adimensional de tiempo de solidificación adimensional. Stefan (a)sólido, (b)líquido; Cond. adm. 

(c)sólido (d)líquido; (e)Temperatura adm.; (f) emisividad 

 

En todos los casos analizados se observó además la presencia de error no aleatorio, el cual 

es independiente del tipo y grado de ajuste, lo que indica que es necesario considerar los 

efectos dinámicos y externos a la gota si se requiere obtener una correlación única para el 

tiempo de solidificación adimensional. 
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Conclusiones 
 

El proceso de solidificación de escoria utilizando únicamente la caída libre presenta 

dificultades debido a sus propiedades térmicas, principalmente su baja conductividad. Sin 

embargo, la inclusión de un contraflujo y la reducción del porcentaje de solidificación y/o 

el diámetro de la gota, pueden mitigar de forma importante dicha dificultad. Por su parte, 

el análisis adimensional exploratorio indicó una fuerte dependencia de la conductividad 

térmica adimensional a valores bajos, junto con la necesidad de incluir los efectos 

ambientales para obtener un indicador que sea capaz de predecir el porcentaje y 

distancia/tiempo de solidificación de una gota en caída libre. Indicador que debe ser 

validado a través de un experimento que se sugiere realizar observando la distribución de 

temperaturas externa de la gota, siguiendo la línea de los métodos basados en balance de 

calor.  
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RESUMEN

We have developed a multiscale technique to compute efficiently the discrete solution for highly
heterogeneous porous media problems. Such technique allows for incorporating the fine-scale
heterogeneity information into a coarse-scale iteration procedure. Global problems are solved
with an overlapping iterative domain decomposition procedure based on the Dirichlet intraface
condition. In the subdomains, local problems are solved with linear combination of a family
of multiscale basis functions. In order to evaluate the computational advantage of this multis-
cale technique, we perform simulations to compare numerical results using multiscale basis
functions and finite difference discretization for solving local problems. Aspects of comparison
include global error, iteration number and execution time, at distinct heterogeneity strength.
This computational advantage is to be observed when implementing the multiscale technique in
parallel simulation.

1. INTRODUCTION

Flows in porous media are governed by a mass balance equation and the Darcy law. Combining
these equations, a second order linear elliptic partial differential equation is derived. In the
evolution of numerical methods to reach an approximate solution of problems modelled by
Laplace and Poisson equations in heterogeneous porous media, it is mandatory to refer to [1].
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The development of multiscale methods for solving second order linear elliptic problems 
has taken attention of several research groups worldwide [2]. Multiscale methods can 
provide large computational savings when applied as direct solvers for problems 
occurring on a broad range of heterogeneity scales. An iterative procedure that was made 
in order to be adaptable for massively parallel programming has used a development 
based on the technique of domain decomposition and the association of each subdomain 
to a specific processor [3]; it is one of the first references regarding the development of 
such procedures. 

 
A hierarchical approach of two scales incorporating post-processing stages is found in 
[4]. This approach is based on the nonoverlapping domain decomposition, in which a 
mixed finite element method is employed to solve second order elliptic problems. The 
use of base functions reinforces the potential of the multiscale method for the combined 
parallel programming with the idea of taking advantage of several CPU-GPU clusters. 
 
In this paper, we apply the Multiscale Finite Difference Method (MsFDM) [5] that is 
based on an overlapping domain decomposition procedure that employs a finite 
difference discretization to define multiscale basis functions. The domain decomposition 
is employed to solve iteratively global problems at coarse scale. In this method, we also 
in order to obtain discrete solutions of a family of local problems. The multiscale method 
takes advantage of the multiple scale, and the family of local basis functions allows to 
approximate large global problems, efficiently. In order to evaluate the computational 
advantage of the MsFDM, we perform simulations to compare numerical results for local 
problems which are solved by the basis functions and the finite difference discretization. 
Aspects of comparison include global error, iteration number and execution time, at 
distinct heterogeneity strength. So far, we have run just the serial version of the code. 
 
This paper is organized as follows. In the second section the governing equation of the 
problem is presented; a short description of the MsFDM for solving the problem is found 
in the third section; in the fourth, comparisons between numerical results are presented; 
and conclusions appear in the last section. 
 
 
2. GOVERNING EQUATIONS 
 
For simplicity in presentation, it is considered a bounded domain 2ℜ⊂Ω , with 
Lipschitz boundary Ω∂ . The global problem for single-phase fluid, incompressible flow 
in porous media [6] is given by 
 
 f=⋅∇ u  (1) 
 
and  
 
 p∇−= Ku , (2) 
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where K is the permeability tensor divided by the viscosity of the fluid, u is the Darcy 
velocity, p is the pressure of the fluid, and f is the source/sink term.  
 
Substituting the Eq. (2) into (1), a global problem is given by 

 
 fp =∇−⋅∇ )( K . (3) 
 
Typical boundary conditions in porous medium flow problems consist of Dirichlet and 
Neumann types, respectively written as 
 
 bpp =  on DΓ  and 0=⋅nu  on NΓ , (4) 
 
where n is an outward unit vector normal to Ω∂ . 
  
2.1. Domain decomposition 
 
A natural way to solve a second order elliptic equation in parallel is to divide the domain. 
Local problems are solved in parallel in the subdomains [7]. The major difficulty in such 
technique involves imposing interface constraints between subdomains [8]. We 
overcome this difficulty defining overlapping subdomains. 
	  
The domain Ω  is divided into subdomains }{ jΩ , Mj :1= , where M is the number of 
subdomains. This domain decomposition set a coarse grid for subdomains; and it defines 
a fine grid in each subdomain.  
 
In each subdomain jΩ , a local problem is given by 
 
 jjj fp =∇−⋅∇ )( K , (5) 
 
in which we seek local solutions for the pressure jp . Denote the single boundary of the 
subdomain jΩ , neighbor to the subdomain kΩ , by kjjk Ω∩Ω∂=Γ . The boundary 
condition for a local problem is written as 
 
 bj pp =  on Dj Γ∩Ω∂  , 0=⋅ jj nu  on Nj Γ∩Ω∂  and jj Ap =  on jkΓ . (6) 
 
where nj is an outward unit vector normal to jΩ∂  and jA is a pressure value that comes 
from neighboring subdomains.  
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The local problem (5) is solved directly by finite difference discretization, and using the 
preconditioned conjugate gradient for solving the resulting algebraic equation system. 
Here, we call this scheme as local-FDM. 
 

 
3. THE MULTISCALE FINITE DIFFERENCE METHOD 
 
Instead of solving the local problem (5) directly, we define local multiscale basis 
functions [9], and represent the discrete solution by linear combination of these 
functions. At the present iteration, an approximate solution to the local problem (5) can 
be obtained by the following linear combination: 
 

 p!j = Aji
!"1! ji

i=1

4N

# ,  (7) 

 
where the coefficient 1−ν

jiA  is a pressure value on the i-boundary nodal point, at the 
previous iteration, and jiψ , Ni 4,...,1= , the local multiscale basis functions.  
 
Considering the subdomain jΩ , denote the basis functions by jiψ , Ni 4,...,1= , which 
are defined for distinct boundary-value configurations, where N is the number of nodal 
points along single boundary jkΓ . The basis functions for the subdomain jΩ are obtained 
by solving the following problem: 
 
 jjij f=∇−⋅∇ )( ψK , (8) 
 
in which the boundary condition is  
 
 bji ψψ =  on jkΓ , (9) 
 

 

 
 

Figure 1: Boundary-value problems for computing basis functions 
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with 1=bψ , on the i-boundary nodal point, and 0=bψ , otherwise. The Figure 1 
illustrates boundary-value problems with 4=N  for computing the basis functions jiψ , 

16,...,1=i . 
 
The local multiscale basis functions are computed by employing finite differences in the 
discretization of the problem (8), and using preconditioned conjugate gradient for solving 
the resulting algebraic equation system. This is the so-called MsFDM. 
 
 
4. NUMERICAL RESULTS 

 
In order to show that MsFDM is viable alternative for the parallel simulation, we present 
numerical results to compare computational performances. As a basis of comparison, we 
compute the numerical results using the finite difference discretizatin for the global 
problem (3). And distinct numerical results are obtained when using the linear 
combination of multiscale basis functions (MsFDM) and the finite difference 
discretization (local-FDM), both for the local problem (5). The global error is evaluated 
by comparing the pressure fields for MsFDM and local-FDM. 
 
We perform experiments of 12800!12800m2  slab geometry, illustrated in Figure 2. The 
left and right boundary conditions are of Dirichlet type with =bp 1,0 Pa and 0,0 Pa, 
respectively. The top and bottom boundary conditions are of no flow. There is no source 
term 0=f . The heterogeneous permeability fields are produced through stochastic 
realizations based on the relation K = K0 exp(!") , where !  is a self-similar field 
(Gaussian) characterized on the reference [10], K0 =1.0!10

"11m3s / kg , and !  is chosen 
in order to set a highly permeability ratio. We consider a computational domain of 
128!128  for the fine grid and 32!32  for the coarse grid. We run a serial code on an 
Intel 2Duo 2.9 Ghz E7500 machine. 

 
 

 
Figure 2: The slab geometry 
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4.1 Homogeneous problem 
We perform a comparison of local-FDM and MsFDM results for the homogeneous slab 
problem. The numerical results are presented in terms of iteration number, global error 
and execution time, in Table 1. We can note that the iteration number and execution time 
of the MsFDM are smaller than the ones of the local-FDM. Despite of presenting a 
greater global error, MsFDM is more efficient than local-FDM in a computational point 
of view. In homogeneous problems, local-FDM results are almost identicals to the finite 
difference discretization for the global problem in fine grid. 

 

Scheme Global error Iteration  Time (sec.)  
Local-FDM 8.03E-04 1836 65.1 

MsFDM 2.33E-03 329 3.2 
Table 1: Results for the homogeneous problem 

 

4.2 Heterogeneous problem 
A heterogeneous slab problem is constructed when the parameter !  is different from 
zero. The strength of the heterogeneity is expressed by the ratio between maximum and 
minimum permeabilities. 
 
First, we perform a comparison of local-FDM and MsFDM with the permeability ratio of 
Kmax/Kmin = 10 .  In Table 2, the results are presented for this permeability strength. We 
observe that the global error tends to be reduced by the MsFDM, and to be increased for 
local-FDM. This tendency is found when the heterogeneity in permeability is 
strengthened. Even that, MsFDM continues to be more efficient than the local-FDM in 
terms of execution times.  

 

Scheme Global error Iteration  Time (sec.)  
Local-FDM 9.12E-04 3207 161.3 

MsFDM 1.47E-03 3728 18.2 
Table 2: Results for the heterogeneous problem (Kmax/Kmin = 10 ) 

 
 
Next, we take highly heterogeneity problems. We perform experiments with distinct 
permeability ratios using only MsFDM, since it has presented the best performance. In 
Table 3, we note that there is an increase in the results for iteration number and execution 
time according to higher heterogeneities. However, the results of global error decrease, 
showing that MsFDM is efficient for highly heterogeneity problems. 
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Kmax/Kmin Global error Iteration  Time (sec.)  

10
3
 8.60E-03 10278 48.2 

10
6
 4.64E-04 45530 209.9 

10
9
 3.59E-04 352647 1579.0 

Table 3: Results of the MsFDM in distict heterogeneous problems 
 
The results of the MsFDM in distinct permeability ratios are illustrated in Figure 3. We 
can note that the higher permeability ratio, the more dispersive is the pressure field in the 
domain. 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Figure 3: The pressure field of the MsFDM with permeability ratio: (a) 10; (b) 103 ; (c) 
106 ; and (d) 109  
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5. CONCLUSIONS 
 
The local-FDM is an inherently parallel domain decomposition scheme using finite 
difference discretization. This scheme presents computacional advantage to finite 
difference discretization for the global problem, when implementing a parallel code.  
 
In the present paper, local-FDM and MsFDM schemes are yet implemented in a serial 
code. The computational advantage of MsFDM is checked through numerical 
experiments of slab geometry. Aspects of comparison have included global error, 
iteration number and execution time, at distinct heterogeneity strength. The numerical 
experiments have showed that MsFDM is superior to local-FDM. This indicates that the 
same advantage is to be observed when implementing a parallel code.   
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RESUMEN 

Debido a que la toma de decisiones en empresas de producción relacionadas al 

mantenimiento y operación de equipos se basa en muchas consideraciones diferentes, en 

la actualidad se diseñan sistemas de soporte a las decisiones, las cuales se basan en 

múltiples disciplinas, que incluye entre otras, la inteligencia artificial, los métodos de 

simulación, la teoría de supervisión industrial, y la ingeniería de software.  En el presente 

trabajo se presenta un aporte al desarrollo de tales sistemas de toma de decisiones, 

proponiendo una arquitectura tolerante a fallos implementada como un Sistema 

Multiagente, destinada a establecer estrategias óptimas de mantenimiento predictivo y 

correctivo. La arquitectura apoyará los procesos de tolerancia a fallas en entornos 

industriales, y alimentará diferentes sistemas informáticos, a través de interfaces 

adecuadas. En particular, en todo lo referente a la toma de decisiones en la gestión 

óptima de activos. En este trabajo se presenta la arquitectura del sistema multiagente, 

para la gestión del mantenimiento asistido por el ordenador “GMAO”, para tareas de 

mantenimiento basado en condición del tipo “MBC” (Mantenimiento Basado en 

Confiabilidad, o “RCM” por sus siglas en inglés). Dicha arquitectura es especificada 

usando la metodología MASINA, y sirve como base para la futura implementación y 

simulación del sistema de toma de decisiones GMAO. 
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1. INTRODUCCIÓN 

 

El diagnóstico “inteligente” y la predicción de fallas se consideran en la actualidad como 

actividades de vanguardia, que implican enfoques multidisciplinarios, puesto que no solo 

se requiere una comprensión de la física de los mecanismos de la falla, sino también, el 

poder desarrollar estrategias para detectar fallos incipientes, que lleven a la 

materialización de un sistemas de soporte de decisiones para tareas de mantenimiento 

[1], [2], [3]. 

Por otro lado, las empresas deben afrontar la problemática de integración de la 

información, para poder ser usadas por sus sistemas de Gestión de Mantenimiento 

Asistido por Ordenador (GMAO). Además, las empresas deben posibilitar la interacción 

entre sus procesos operacionales y el software de mantenimiento basado en condición 

(MBC). La integración de todos estos elementos, es la base de una visión holística de la 

condición de los equipos, para disminuir los niveles fallas, mediante la detección, 

diagnóstico y predicción de fallas, de manera más efectiva y confiable. Los esfuerzos 

llevados a cabo en este sentido, buscan un mejor proceso de planificación, que conlleve a 

mayores niveles de rentabilidad, que en la actualidad son exigidos como parte de una 

gestión de activos óptima, que cumpla con los lineamientos de la normativa ISO 55000. 

El objetivo de este trabajo es modelar las interacciones entre estos diferentes elementos  

y actores usando sistemas multi-agentes, con el fin de desarrollar un sistema de gestión 

del mantenimiento asistido por el ordenador “GMAO”, para tareas de mantenimiento 

basado en condición del tipo “MBC”. Los sistemas multi-agentes han sido muy 

utilizados para resolver problemas complejos, por sus capacidades adaptativas, 

distribuidas y autónomas [4]. Son esas las razones que han motivado su elección. En 

particular, en este trabajo se propone la arquitectura basada en Sistema Multiagentes, del 

sistema de soporte a la toma de decisiones sobre las tareas de mantenimiento del tipo 

MBC. 

 

2. CONCEPTOS TEÓRICOS 

 

2.1. Teoría de Agentes   

 

Un agente es una entidad física o virtual, situado en un ambiente, capaz de realizar 

acciones autónomas en ese entorno, mediante la comunicación con otros agentes, con el 

fin de lograr los objetivos para el que fue diseñado [7], [8]. Un agente inteligente debe 

contar con las siguientes características [8]: reactividad, autonomía, proactividad, 

comunicación, veracidad: sociabilidad, movilidad, benevolencia, racionalidad, 

inteligencia, adaptativo.   

Un sistema multi-agente es un sistema informático formado por un grupo de agentes que 

interactúan entre sí, utilizando protocolos y lenguajes de comunicación de alto nivel, para 

resolver problemas que pueden estar más allá de las capacidades o del conocimiento de 

cada uno. 
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En el área de mantenimiento se han realizado diferentes tipos de arquitecturas para las 

tareas de mantenimiento; en [9] se presenta una arquitectura para la detección y 

diagnóstico de fallos para la ejecución y apoyo a las tareas de  mantenimiento predictivo 

y correctivo, basado en el historial de fallos. De igual manera, en [10] se presenta una 

propuesta de arquitectura basada en sistema multi-agente, en la cual se unifican dos 

elementos principales de cualquier sistema de fabricación: el mantenimiento de un 

equipo y la calidad del producto. Estos dos elementos son generalmente tratados por 

separado en la toma de decisiones. En [11] se presenta la propuesta de un sistema multi-

agente para el análisis de la vida de un equipo, proponiendo acciones de mantenimiento 

predictivo. En [12] se propone un sistema multi-agente de planificación de recursos 

empresariales denominado (MAERP), que utiliza las características y capacidades de 

agentes de software para lograr la integración en toda la empresa. 

Por otro lado, a nivel de automatización de procesos industriales se han planteado 

diferentes tipos de arquitecturas genéricas a aplicables al mantenimiento, tales como el 

Sistema de Control Distribuido Inteligente basado en Agentes (SCDIA) y el Sistema 

Automatizado Distribuido Inteligente basado en Agentes (SADIA) [8], [12]. En 

particular, SADIA es un modelo compuesto por tres niveles de abstracción, cada uno 

representado por un SMA, siendo en el nivel más alto, donde se modela los elementos 

del proceso productivo, y en los niveles inferiores se modelan las aplicaciones que dan 

apoyo a dicho proceso.  

 

2.3 Toma de decisiones en la gestión de mantenimiento.  

 

La toma de decisiones sobre mantenimiento incluye la evaluación y selección del 

enfoque de mantenimiento más eficiente. Ello implica determinar las acciones de 

mantenimiento correctivas, preventivas, predictivas, proactivas y pasivas más adecuadas. 

Las consecuencias de la mala selección en la acción de mantenimiento, afectan los costes 

directos de mantenimiento. Un mantenimiento más eficiente depende de la capacidad de 

la acción de mantenimiento para proporcionar y emplear con eficacia la información 

pertinente sobre los factores que afectan la vida del componente y/o equipo en cuestión. 

Para la selección de la acción correctiva y/o preventiva, nos apoyaremos en el concepto 

del Mantenimiento basado en confiablidad (RCM, tomando como referencia los valores 

de la frecuencia de fallo y el tiempo de parada, obtenidos de la base de datos del sistema 

GMAO, apoyado en  el módulo de pronóstico del MBC.  

 

 

3. DESCRIPCIÓN GENÉRICA DE LA ARQUITECTURA. 

 

Para la especificación de la arquitectura, en este artículo se usará la metodología 

MASINA [8], la cual permite describir las actividades/funciones/comunicaciones de los 

agentes. En la Figura 1, se muestra el esquema genérico de los agentes de la arquitectura. 

El modelo toma como referencia la arquitectura híbrida SADIA [8], [12], la cual consta 

de tres niveles de abstracción, definiendo un SMA en cada nivel.  
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Básicamente, nuestra arquitectura consta de tres agentes, el agente que especifica las 

tareas de mantenimiento del tipo MBC, el agente coordinador vinculado a GMAO, y el 

agente de actuación que ejecuta dichas tareas. Así, en el nivel 1 están las tareas propias 

del GMAO, en el nivel 2 las tareas de mantenimiento, y en el último nivel los ejecutores 

de dichas tareas.  

 

AGENTE 
COORDINADOR 

AGENTE DE ACTUACIÓN

MGS

PROCESO

AGENTE DE 
MANTENIMIENTO

 
Figura 1: Distribución de los agentes 

 

En la Figura 2 es posible analizar el flujo de información entre los distintos agentes.  
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Figura 2: Integración global de las tareas de Mantenimiento 

 

La Figura 3 muestra la plataforma de integración de los diferentes agentes “agente 

de mantenimiento, agente coordinador y agente de actuación”. La plataforma sigue 

la siguiente secuencia:  

1. Con la información de los datos históricos del GMAO y con el  análisis realizado, 

el agente de mantenimiento define la estrategia de mantenimiento, en nuestro 

caso, del tipo MBC  
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2. Después, el agente de actuación ejecuta la tarea de mantenimiento 

3. A continuación, el agente coordinador construye un informe para ser incluido en 

la base de datos de GMAO. El informe incluye indicadores de rendimiento 

“KPI” del sistema. 

 

INSPECCIONES

GMAO

MONITOREO 
ONLINE

PREDICCIÒN DE 
FALLOS

EVALUACIÒN DEL 
ESTADO  DEL 

EQUIPO

ANALISIS RCM
EVALUACIÒN DEL 
PROGRAMA DE 

MANTENIMIENTO

DEFINICIÒN DE LA 
POLÌTICA DE 

MANTENIMIENTO

EVALUACIÒN 
ÌNDICES KPI

REPORTES DE 
MANTENIMIENTO

PLANIFICACION DE 
MANTENIMIENTO

DATOS DE EQUIPO

MATRIZ DE RIESGO
AGENTE 

COORDINADOR
(FIABILIDAD)

AGENTE 
ACTUADOR

RCM

INSPECCIÒN

CBM

 
Figura 3: Integración MBC-GMAO 

 

 

3.1 Descripción de los agentes   

 

En las Tablas 1 y 2 se describen los modelos de agentes y de tareas de MASINA [13], de 

uno de los agentes propuestos en este trabajo, las cuales ejemplifican la forma de 

modelar al resto de agentes. 

 
Agente  

Nombre  AGENTE DE MANTENIMIENTO 

Posición SMA 

Componentes  Agente de predicción de fallos 

 Agente de evaluación de estado del equipo 

 Agente de análisis del Mantenimiento Basado en Confiabilidad RCM 

 Agente de selección de la política de mantenimiento  

 

Marco de referencia No aplica 

Descripción del agente Se encarga de la ejecución de planes de mantenimiento, cálculo de confiabilidad 
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operacional, monitoreo de fallas y situaciones anormales. 

OBJETIVOS DEL 

AGENTE 

 

Nombre Predicción de la condición del equipo 

Descripción Monitorea la tendencia de desarrollo del estado del equipo cuando las condiciones del 

equipo descienden. 

Nombre Evaluación de condición del equipo 

Descripción Sistemáticamente analiza la posible influencia en el sistema y proporciona sugerencias para 

la operación y mantenimiento. 

 

Nombre Realiza el análisis del (Modo de fallo funcional y Análisis de Efecto “AMFE”, análisis de 

árbol de fallos “TLC” y la fiabilidad), 

Descripción Obtiene información de los modos de falla, causa de las averías, síntomas del fallo, método 

de predicción, y la búsqueda de puntos que debilitan la confiabilidad del equipo. 

Nombre Utiliza la lógica de diagrama de decisiones 

Descripción Selecciona la política de mantenimiento más factible, buscando la eficacia del 

mantenimiento. 

Nombre  AGENTE COORDINADOR 

Posición  SMA 

Componentes No aplica 

Marco de Referencia No aplica 

Descripción del agente Recibe la información del agente de Mantenimiento y toma la decisión sobre la mejor 

política y acciones de mantenimiento predictivo y correctivo tanto a nivel de órdenes de 

trabajo como a nivel de planificación/o re planificación de las tareas de mantenimiento. El 

agente está incorporado con un módulo de análisis de Fiabilidad.  

OBJETIVOS DEL 

AGENTE 

 

Nombre Selección de la política de mantenimiento 

Descripción Evaluar la política de mantenimiento 

Nombre  AGENTE DE ACTUACIÓN 

Posición  SMA 

Componentes No aplica 

Marco de Referencia No aplica 

Descripción del agente Es el encargado de ejecutar las acciones de mantenimiento. 

 

OBJETIVOS DEL 

AGENTE 

 

Nombre Enviar las órdenes de trabajo para que sean evaluadas 

Descripción Verificar que las tareas de mantenimiento se cumplan 

Tabla 1: Descripción de los agentes 

 
Servicios  Tareas  

AGENTE MANTENIMIENTO 

S1.Calculo de confiabilidad: Recibe información sobre 

históricos de falla, tiempos de parada para un análisis 

estadístico de Fiabilidad. 

T1. Análisis de históricos de falla 

T2. Estudio de tiempos de parada 

T3. Análisis de probabilidad de fallo 

T4. Análisis de Indicadores Weibull 

S2. Monitoreo de fallas: con el uso de sensores y 

técnicas no intrusivas determinar fallas incipientes que 

afecten el estado del equipo 

T1. Medición de vibraciones, ruido, temperatura. 

T2. Determinar límite de variable medidas  

“vibraciones, ruido, temperatura”, para discriminar el tipo 

de fallo. 

 

S3. Evaluación del programa de mantenimiento T1.Análisis estadístico para el cálculo de los índices de 

confiabilidad, mantenibilidad y disponibilidad. 

 

AGENTE COORDINADOR  

S1. Análisis de la política de mantenimiento: Con la 

información recibida del agente de mantenimiento, este 

T1. Análisis de costos  

T2. Evaluación de los índices KPI 
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agente será capaz de analizar las políticas de 

mantenimiento. 

AGENTE DE ACTUACIÓN 

S1. Optimiza tiempo de entrega de órdenes de trabajo. T1. Analiza la opción más económica de las tareas de 

mantenimiento. 

T2. En función de los indicadores KPI, ejecuta las 

órdenes de trabajo. 

 Tabla 2. Tabla de servicios y tareas del SMA  

 

4. ESCENARIOS DE USO DEL SMA. 

 

En esta sección presentaremos los dos escenarios (conversaciones) más importantes a la 

hora de definir una política de mantenimiento. En particular, se presentan los dos 

modelos de conversación de MASINA (Tablas 3 y 4 [13]) que los describen. Además, se 

muestran los dos diagramas de interacción que modelan dichas conversaciones (Figuras 4 

y 5).  

 
CONVERSACIÓN:  

Evaluación de un programa de mantenimiento 

 

OBJETIVO Seleccionar la política de mantenimiento más idónea para el sistema o 

equipo.  

AGENTES PARTICIPANTES Análisis de RCM, Política de Mantenimiento, Evaluación Programa 

INICIADOR Análisis RCM 

ACTOS DE HABLA  Enviar análisis de criticidad 

Analizar matriz de riesgos RCM 

Definir Políticas 

Analizar factibilidad económica 

Seleccionar política 

PRECONDICIÓN Debe existir una planificación de Mantenimiento previa, tomando en 

consideración la información contenida en el RCM y datos de inspección. 

CONDICIÓN DE TERMINACIÓN Notificación al agente de la política de mantenimiento sobre la selección. 

DESCRIPCIÓN Mediante esta conversación el agente análisis de RCM, realiza un estudio 

de criticidad y tomando como referencia una matriz de riesgo define 

inicialmente las políticas de mantenimiento, mismas que son evaluadas 

desde el punto de vista económico.  

Tabla 3. Modelo de conversación para evaluar programa de mantenimiento. 

 
CONVERSACIÓN:  

Selección de la Política de Mantenimiento  

 

OBJETIVO Seleccionar la política de mantenimiento tomando en 

consideración la información de los indicadores KPI.  

AGENTES PARTICIPANTES Índices KPI, Inspección, Agente Coordinador, Agente 

Actuador. 

INICIADOR Índices kPI 

ACTOS DE HABLA  Envía análisis de criticidad 

Análisis de matriz de riesgos RCM 

Definir Políticas 

Análisis de factibilidad económica 

Selección de política 

PRECONDICIÓN Realizar un estudio de fiabilidad. 

Consultar las tareas de mantenimiento 

Sugerir la Política de mantenimiento 

Seleccionar la política de mantenimiento 
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CONDICIÓN DE TERMINACIÓN Notificación al agente actuador sobre la política de 

mantenimiento adoptada. 

DESCRIPCIÓN Basándose en la información obtenida en el estudio de 

Fiabilidad y sobre las consultas de mantenimiento el 

agente actuador sugiere la política de mantenimiento.  

Tabla.4. Modelo de conversación KPI 

 

ANÀLISIS RCM
POLITICA DE 

MANTENIMIENTO

EVALUACIÒN 

PROGRAMA 

ANALISIS DE CRITICIDAD

EJECUTA MATRIZ DE RIESGOS

DEFINE POLITICAS

FACTIBILIDAD ECONÒMICA

SELECCIÒN DE POLÌTICA

 
Figura 4. Diagrama de Interacción “Evaluación de un programa de mantenimiento”. 

 

ÌNDICES KPI
AGENTE 

COORDINADOR
AGENTE 

ACTUADOR
INSPECCIÒN

FIABILIDAD

CONSULTA TAREAS 
DE MANTENIMIENTO

POLITICA DE
 MANTENIMIENTO

SELECCIÒN DE 
POLÌTICA

 
Figura 5. Diagrama de Interacción “selección de Política de mantenimiento” 

 

5. CONCLUSIONES  

 

El objetivo de este trabajo fue proporcionar una arquitectura para la gestión de tareas de 

mantenimiento del tipo MBC. En la arquitectura se definen claramente los agentes con 
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sus respectivas tareas y funciones. La misma está compuesta por el Agente de 

Mantenimiento, Agente Coordinador y Agente Actuador a través de SADIA. Los futuros 

proyectos deben estar encaminados a la simulación y prueba de la arquitectura, haciendo 

énfasis en el modelado de los costos operacionales y en los modelos de cálculo de la 

fiabilidad. 
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RESUMEN

Se estudia la interacción de fluido monofásico y bifásico con estructuras sólidas, mediante si-
mulación computacional. Se emplea el método numérico Smoothed Particle Hydrodynamics
SPH [1], implementado en el programa OpenSources Dualsphysics[2], que utiliza una formula-
ción Lagrangiana para describir el modelo. Se presentan tres casos de estudio, correspondiendo
el primero de ellos a una turbina, cuyo movimiento se origina por la acción del fluido sobre
sus álabes. Específicamente se evalúan diferentes posiciones de la turbina para optimizar la po-
sición de impacto del agua sobre sus álabes. El segundo caso describe la mecánica de fluidos
tridimensional de un tsunami impactando en el monumento Faro de la ciudad de La Serena. Es-
to se calculó mediante la generación de un tren de olas constituido por tres ondas que impactan
con la estructura del monumento. Finalmente, en el tercer caso y de forma bidimensional, se
incorpora en la simulación y análisis del problema del tsunami, una comparación empleando
un fluido monofásico y un fluido bifásico, que representa el arrastre producido con sedimen-
to (agua y arena). Los resultados obtenidos son de velocidades y presiones, los que mediante
técnicas de posproceso, se traducen en fuerzas y potencias.

1. INTRODUCCIÓN

La simulación computacional de procesos, relacionados con la fluido dinámica y
el transporte de partículas, ha adquirido en los últimos años un gran desarrollo,
especialmente por la evolución de diferentes métodos, tales como el de Volúmenes
Finitos MVF, el Método de Elementos Discretos DEM y el método Smoothed Particle
Hydrodynamics SPH. Este último método, debido a su esquema de partículas, está
permitiendo abordar tanto la fluido dinámica de un proceso como también, la interacción
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de fluido-estructura presente en múltiples problemas de ingeniería. En este contexto, el 
propósito de este trabajo es simular la fluido dinámica en problemas de interés para la 
ingeniería a través del método de partículas SPH, para los casos de predicción de 
tsunamis y turbina hidráulica, utilizando el software DualSPHysics. Específicamente se 
describe el comportamiento de un tsunami en El Faro de La Serena, se describe el 
comportamiento de una turbina hidráulica y se calculan variables de interés en los 
problemas de monofase y multifase. 
 
2. MODELOS FÍSICOS Y MATEMÁTICOS 
 
SPH, es un método de partículas Lagrangiano, desarrollado en los años setenta aplicado a 
la astrofísica y cosmología [3] [4]. 

 
Figura 1: Consideraciones en el método SPH 

 
 El modelo matemático utilizado para simular los casos desarrollados de fluido-dinámica, 
considera los fluidos según A. Barreiro et al [1] como: newtonianos, ligeramente 
compresibles, con propiedades constantes. El proceso transiente de interacción es 
isotérmico. La dinámica de los fluidos se describe mediante las ecuaciones de SPH: 
i) General de continuidad o de conservación de la materia: Los cambios en la 
densidad del fluido se calculan mediante: 

                                           (1) 

donde ρi corresponde a la densidad de la partícula i, mj es la masa de la partícula vecina 
j, ui - ui   es la velocidad relativa entre partículas “i” y “j”, Wij es una función de kernel 
(ver figura 1), y h corresponde a la distancia de suavizado. 
ii) Cantidad de movimiento con Viscosidad Artificial:  Notación de la ecuación de 
momento que contiene viscosidad artificial: 

                          (2) 

en la cual los términos p y u corresponden a la presión y velocidad respectivamente, y 

Πij es la viscosidad artificial. 
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                      (3) 
con  

                            (4) 

; ; ;  

donde “α" es un parámetro libre que se ajusta al problema,  es el promedio de la 
velocidad sonido con respecto al medio entre una partícula i  y una partícula j , µij  y ρij  
corresponden a la viscosidad y densidad entre partículas, calculada según ecuación iii) 
Ecuación de Estado y Compresibilidad: Para determinar la presión del fluido se utiliza 
la siguiente ecuación de estado XSPH [5]: 

                                                                         (5) 

en la cual “B” es una constante relacionada con el módulo de la compresibilidad del 
fluido, y "γ" es la constante politrópica. 
iv) Ecuación de Viscosidad Efectiva: La viscosidad efectiva del sedimento en el caso 
fluidos bifásicos se obtiene utilizando la siguiente ecuación [5]  

                                  (6) 
donde αt es un parámetro de la viscosidad artificial que puede cambiar ajustando a cada 

problema, µB es la viscosidad de Bingham, τγ es el esfuerzo de fluencia y γ es una 
constante politrópica, en este caso es 7. 
 
3. METODOLOGÍA DE SOLUCIÓN 
 
Los casos estudiados se abordan por el Método SPH. Este es un método lagrangiano, que 
en los últimos años se ha aplicado en numerosos campos de la dinámica de fluidos ya que 
reproduce apropiadamente fenómenos de superficie libre e interacciones fluido-
estructura. Los problemas planteados se resuelven con el programa DualSPHysics, el 
cual permite simular millones de partículas en un tiempo apropiado, debido a la 
posibilidad de uso de GPU, esto hace posible abordar problemas de ingeniería.  
 
4. RESULTADOS 
 
Caso de Validación: Simulación computacional del experimento descrito en [6], que 
consiste en una interacción fluido-estructura. Además se realiza una comparación con los 
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resultados obtenidos por Crespo et al.[1]. Específicamente se estudia la interacción de la 
caída e impacto de una columna de agua con un objeto, según muestra la figura 2. Se 
toman datos de la altura en 3 puntos del tanque (H1, H2, H3), de estos puntos H3 es 
ubicado dentro del volumen de agua, los puntos H1 y H2 están fuera del volumen de 
agua. La figura también muestra los puntos donde son medidas las presiones (P1, P2). 
Los resultados se presentan para la simulación computacional de 1.000.000 de partículas 
y una distancia de suavizado de 1.35x10-2m. Los valores de constantes empleadas se 
presentan en la tabla 1.  

Número de Courant-
Friedichs-Lewy 

0.2 Algoritmo de paso de 
tiempo 

Sympletic 

Épsilon 0.5 Viscosidad Artificial (α = 0.01) 
Coeficiente 1 Función de Kernel Wendland 

Gamma 7 Paso de tiempo 0.02 
Coeficiente del sonido 20 Densidad . 

Gravedad .   

Tabla 1. Constantes SPH de la simulación de validación 
 

Las características del hardware son: Procesador Intel core i7 3.4 GHz, GPU Nvidia 
GeForce GTX 650 Ti, Sistema operativo Windows 7 y Memoria Ram 32 gigas. El tiempo 
de proceso fue de 104400 [s] empleando GPU y de 950400 [s] con CPU. 

 
Figura 2: Situación física, caso de validación 

 
La figura 3 muestra la caída y el avance de la columna de agua, específicamente a los 
0.4s, donde aún no alcanza al objeto, y 0,64s, donde ya lo ha alcanzado, provocando el 
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levantamiento del fluido. La figura 4 presenta la comparación, experimental y de 
simulación, de las alturas de fluido en los puntos H1 y H3 
 

Tiempo Experimento Crespo et al.[1]. Este trabajo 

t=0.4s 

   

t=0.64s 

   
Figura 3: Comparación de caída y avance de columna de agua 

 
Figura 4: Comparación de alturas H1 y H3 

 
Caso de turbina hidráulica: La figura 5 muestra la geometría de una turbina de paletas. 
Las medidas están en cm. En este caso se evalúa la interacción fluido–turbina, para tres 
posiciones de esta última, según muestra la figura 6. 

 
Figura 5: Turbina de paletas modelada 

 
Figura 6: Posiciones 1, 2 y 3, evaluadas de la turbina  
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La figura 7 y 8 muestran los resultados de velocidad angular y torque de las turbinas 
respectivamente, comparando la posición 1 y 3. 

 
Figura 7: Velocidades angulares promedio en posiciones 1 y 3 de la turbina evaluadas  

 
Figura 8: Torques promedio en posiciones 1 y 3 de la turbina 

 
Finalmente la tabla 2, evidencia que la posición 3 es la óptima 
  
 
 
 
 
 

Tabla 2. Comparación de potencia obtenida para las 3 posiciones 
 
Caso de tsunami en el Faro de La Serena: Se evalúa el efecto de un tsunami en 3D que 
impacta al Faro de La Serena (fig.9). El dominio empleado en la simulación es de 
488x66 m, y la altura tomada entre la base del mar y el faro es de 23.7m. También se 
define un tren de olas de 3 ondas consecutivas que comienzan su movimiento a 278m del 
Faro, la primera onda se produce en el instante de tiempo 0s, la segunda onda se produce 
a los 20s y la tercera onda se produce 10s después de la segunda onda. 

Posición de turbina Potencia [W] 

1 18.86 

2 22.78 

3 26.88 
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Figura 9: Situación física caso de tsunami en el Faro de La Serena 

 
La simulación es efectuada con 10.000.000 de partículas, el tren de olas se define para 
cada onda una frecuencia y amplitud. La primera y segunda onda alcanzan un valor de 
0.1m para la frecuencia y de 6m para la amplitud, tercera onda adquiere un valor de 0.1m 
para la frecuencia y de 4m de amplitud. La figura 10 muestra la evolución temporal del 
tsunami y la media de velocidad alcanzada. Se observa que entre los 20 y 25s es 
alcanzada la estructura del monumento. 

 
 

 
Figura 10: Magnitud de velocidades a 20 y 25 segundos del inicio 

 
La figura 11, muestra altura alcanzada por dos trenes de olas al golpear la estructura y la 
figura 12 presenta el nivel de fuerzas alcanzado, siendo la máxima fuerza recibida en la 
base del monumento y en la primera ola, con un valor de 25.4 Millones de Newton. 
 

 
Figura 11: Alturas de ola alcanzadas respecto de la base del Faro 
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Figura 12: Fuerzas ejercidas por las olas en la base del Faro 

 
La figura 13 muestra una validación de esta modelación bifásica (con sedimiento) 
comparada con [5]. Específicamente se compara la posición del avance de la ola con 
arrastre de sedimento. La figura 14 muestra la mitigación producida por la presencia de 
sedimento en el impacto de la ola. 

 

 
Figura 13: Validación esta modelación con Razavitoosi [5] (bifásico)  

 

 
Figura 14: Efecto de la modelación bifásica (con sedimento) v/s monofásica (sin arrastre 

de sedimento) 
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CONCLUSIÓN 

Se implementa y valida adecuadamente el método de simulación SPH con software 
DualSPHysics. La validación es adecuada al verificarse con casos publicados en la 
literatura. Esto para fluidos con y sin arrastre de sedimento (bifásicos). Las aplicaciones 
del método a la simulación de tsunamis y a turbinas hidráulica, arrojan promisorios 
resultados del método, especialmente por la interacción del fluido con estructuras fijas 
(faro de La Serena) y estructuras móviles rotativas (turbina hidráulica). 
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RESUMEN 

 
En el presente trabajo se presentan algunos resultados de la simulación numérica del 
proceso de soldadura GTA (sin aporte de materia) en diferentes aceros al carbono. Con la 
simulación se investiga la fenomenología del proceso y sus consecuencias posteriores 
sobre la unión soldada. La modelación físico-matemática del proceso de soldadura se 
basa en las ecuaciones de transporte, considerando cambio de fase, con zona líquida, 
sólida y pastosa. El proceso de convección en la pileta líquida se desarrolla a través de un 
flujo laminar, incompresible, newtoniano y transiente. La zona pastosa [1] es modelada 
como zona porosa bajo modelos propuestos por Darcy -Brinkman - Forchheimer [2]. En 
la solución de las ecuaciones se empleó el método de volúmenes finitos, con el algoritmo 
SIMPLE programado en lenguaje FORTRAN. Las simulaciones realizadas fueron del 
tipo térmicas tridimensionales con fuente de calor estática y móvil; y modelación axi-
simétricas con fuente de calor estática. También, se utilizó un modelo de estimación de 
microestructuras y para los modelos axialsimétricos, se empleó una “pileta líquida de 
incubación” para acoplar la mecánica de fluidos. Los resultados fueron validados a través 
de referencias bibliográficas y datos experimentales.   
 
1. INTRODUCCIÓN  

La soldadura por fusión y solidificación de aceros al carbono, consiste en la unión de dos 
o más piezas de este metal a partir de un gran aporte local de calor en el lugar de la 
unión. Esto puede involucrar o no aporte material. En este proceso se genera una Zona 
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Afectada por el Calor ZAC (fig.1), donde las propiedades mecánicas, metalúrgicas y 
químicas del metal base son afectadas.  

 
Figura 1. (a) Esquema de un proceso de soldadura; (b) zonas en la unión soldada 

 
Adicionalmente, sobre la superficie de la piscina o pileta líquida, la distribución de 
temperaturas influye en la pérdida de elementos de aleación por evaporación y en la 
absorción y desorción de hidrógeno y de otros gases. En consecuencia la ZAC es una 
zona de mucho interés en la investigación y diseño de uniones soldadas de aceros al 
carbono. En este contexto, la predicción y el control de propiedades de la ZAC en el 
proceso, tales como las temperaturas, las velocidades en la pileta líquida y las 
velocidades de enfriamiento son esenciales para definir la calidad final de la unión 
soldada. El alcance de la búsqueda de estas mejoras se ve limitado debido a que la 
medición de las temperaturas en la zona líquida y sólida, en la unión soldada, es 
compleja y costosa de realizar en forma empírica, por esto una alternativa para evaluar la 
transferencia de calor y masa del proceso de soldadura, es la simulación numérica 
efectuada con herramientas computacionales.  
El propósito general del trabajo presentado es estudiar el proceso de soldadura en aceros 
al carbono, a fin de relacionar y establecer conocimiento para la predicción y 
optimización de dicho proceso. Esto se logra mediante el modelamiento físico-
matemático de la fenomenología térmica y fluido-dinámica presente, resuelta 
numéricamente mediante simulación computacional. Específicamente, se determina la 
distribución de temperaturas, las velocidades en zona líquida y estas se relacionan con las 
velocidades de enfriamiento durante el proceso de soldadura. Con esto, se estima y 
predice de una forma indirecta y aproximada la zona afectada por el calor (ZAC) y sus 
estructuras segregadas, basándose en velocidades de enfriamiento y el diagrama del acero 
al carbono empleado en la unión soldada (fig.2). 
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Figura 2. Diagrama de Hierro-Carbono y TTT de un acero al carbono 

 
El alcance del trabajo considera el proceso de soldadura sin aporte de materia para 
aceros al carbono de designación AISI 1005, AISI 1045 y ASTM A-36. Los resultados 
permiten estimar de manera indirecta y aproximada la geometría de la ZAC y las 
estructuras generadas, no considerando aspectos tensionales y metalúrgicos.  
 
2. MODELOS FISICOS Y MATEMATICOS 

Los casos presentados corresponden al proceso de soldadura GTA (Gas Tungsten Arc) en 
placas de diferentes aceros (AISI 1005, AISI 1045 y ASTM A36), sin material de aporte 
y  en posición 1G, con aplicación de fuente de calor estática y móvil (fig.3). 

 
Figura 3. Casos de estudio a) Soldadura en posición 1G con aplicación de calor estática, 
b) soldadura en posición 1G con aplicación de calor móvil en dirección recta. 

 
La modelación se basa en las ecuaciones de transporte desarrolladas para la zona líquida, 
sólida y pastosa. Se adoptan supuestos tales como: Convección natural en la pileta 
líquida, empleando flujo laminar, incompresible, newtoniano y transiente. La zona 
pastosa es modelada como medio poroso de Darcy -Brinkman, donde los términos de 
Forchheimer se desprecian por la baja magnitud de las velocidades que se desarrollan en 
la pileta líquida. Se desprecia el acoplamiento de las fuerzas electromagnéticas con las 
velocidades desarrolladas en la pileta, las fuerzas de flotabilidad son modeladas mediante 
la aproximación de Boussinesq y se asume que tanto las fuerzas de flotabilidad como las 
fuerzas por tensión superficial dependen sólo de la temperatura y se desprecia el efecto 
por cambio de concentraciones.  Las propiedades del material permanecen constantes en 
el tiempo, sin embargo, pueden variar según la fase. Las ecuaciones básicas son: 
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 i) General de continuidad o de conservación de la materia 
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iii) Conservación de la energía (sólido, líquido y zona pastosa) 
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V
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: Campo de velocidades en la pileta líquida de 

soldadura, ( )wvuV ,,=
r

  [m/s] 

P : Campo de presiones [N/m2] 

F
r

: Fuerzas de campo en proceso de soldadura 
(flotabilidad y tensión superficial) [N/m3] 

T : Campo de temperatura proceso de soldadura [ºC] 

TS : Término fuente de generación de energía [W/m3] 

h : Entalpía específica del sistema [J/Kg] 

Lf : Fracción de fase líquida, representa la porosidad 
variable en la zona pastosa 
t : Variable tiempo [s] 
ρ : Densidad [Kg/m3] 
µ : Viscosidad dinámica [N*s/m2] 

K : Permeabilidad medio poroso, por Carman-Kozeny 

k : Conductividad térmica [W/m2*ºC] 

C : Calor específico [J/Kg*ºC] 
 

iv) Fuerzas de flotabilidad (Boussinesq) y tensión superficial (Marangoni) 
( ) gTTgbF REFREF

rrr
⋅−⋅−=⋅∆= ρβρ  

(7)
 

r

T

T ∂
∂⋅

∂
∂= γτ

 (8)
 

bF
r

: Fuerza de flotabilidad por unidad de volumen 
[N/m^3].  

β : Coeficiente de expansión volumétrica [1/K]. 

REFT : Temperatura de referencia [ºC]. 

REFρ : Densidad a temperatura de referencia 
[Kg/m3].  

 τ : Esfuerzo por tensión superficial [N/m2]. 
γ  : Tensión superficial [N/m]. 

:T  Temperatura presente en la superficie [ºC]. 
r : Distancia a lo largo la superficie y medida desde la 
fuente de calor [m]. 

v) Modelamiento físico-matemático de la fuente de calor. Se emplea una distribución 
Gaussiana propuesta por Wei Zhang [3] y Kou Sindo [4]: 
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)(rq
: Flujo de calor localizado en la pileta líquida 

r : Distancia entre una posición de la unión soldada y 
la fuente de poder 

 df  : Factor de distribución 

V  e I : Voltaje y corriente de soldeo respectivamente 
η

: Eficiencia de arco  

br  : Parámetro característico de la distribución de 
energía.  

df , η  , br  parámetros conocidos para la 

modelación computacional. 
 

 

3. METODOLOGIA DE SOLUCION 

Se resuelve el problema presentado, referente al proceso de soldadura GTA en aceros al 
carbono AISI 1005, AISI 1045 y ASTM A-36. En la modelación numérica se emplea el 
método de volúmenes finitos, con algoritmo SIMPLE.  
Situación física:

 
Corresponden a modelaciones numéricas 3D y 2D (axi-simétricas) para 

el proceso de soldadura GTA en los aceros al carbono mencionados. Específicamente se 
presenta el proceso de soldadura sobre una placa de acero con fuente de calor estática, 
realizada para los tres tipos de acero; y un proceso de soldadura sobre una placa de acero 
con fuente de calor móvil, realizado sólo para los aceros AISI 1045 y ASTM A-36, en 
estos se predice su condición morfológica segregada. La modelación del acero AISI 1005 
fue validada con referencias experimentales presentes en la bibliografía. El proceso físico 
modelado consistió en la formación de una pileta líquida de soldadura en el centro de una 
placa de acero, empleando el proceso de soldadura GTA con corriente continua, 
polaridad directa y sin material de aporte. Las dimensiones de las placas son mostradas 
en la tabla 1. 

Acero Dirección en X Dirección en Y Dirección en Z 
AISI 1005 64 [mm] 32 [mm] 19 [mm] 
AISI 1045 64 [mm] 32 [mm] 10 [mm] 

ASTM A-36 64 [mm] 32 [mm] 12 [mm] 

Tabla 1. Dimensiones de las placas para los diferentes aceros 

El proceso de soldeo estático consistió en situar el electrodo en el centro de la placa 
durante un tiempo de arco determinado. Algunas características generales del proceso de 
soldadura para cada acero se exponen en la tabla 2. 

Acero Corriente Voltaje promedio Tiempo de arco Gas protector 
AISI 1005 120 [A] 17.5 [V] 16.0 [s] Helio 
AISI 1045 175 [A] 10.012 [V] 6.24 [s] Argón 

ASTM A-36 175 [A] 10.37 [V] 6.35 [s] Argón 

Tabla 2. Parámetros de soldeo para los diferentes aceros empleados 
 

Condiciones iniciales y de borde: La placa, en todos los casos, inicialmente se 
encuentra a temperatura ambiente Ti=25ºC y a presión atmosférica; la superficie superior 
se expone al flujo de calor por efecto de la soldadura y a pérdidas de calor por efectos 
convectivos y de radiación; el resto de las superficies se consideran en equilibrio con el 
ambiente a una temperatura de 25ºC. La superficie superior  
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Donde el término Pérdidaq"  representa las pérdidas de calor por convección y radiación. 

Este término difiere en la modelación del acero AISI 1005 respecto de los otros aceros. A 
continuación se definen las pérdidas de calor para cada acero:  
Acero AISI 1005: el término     )()(" 44

∞∞ −⋅+−= TTTThq Pérdida σξ    (10) 

Aceros AISI 1045 y ASTM A-36: 61.14101.24" Tq Pérdida ⋅⋅×= − ξ   (11) 
 Donde: 

T : Temperatura de las superficies que transfieren 
energía con el medio [K]. 

∞T : Temperatura del medio ambiente, igual a 300K 

(25°C). 

ξ : Emisividad del acero [adimensional]. 

 

σ : Constante de Stefan Boltzman, igual a 5.67x10-8 
[W/m2*K 4]. 

h : Coeficiente de transferencia por convección de 
Newton [W/m2*K]. 

Tipo de malla y pasos de tiempo: La figura 4 y la tabla 3, a modo de ejemplo, muestran la 
malla empleada. El paso de tiempo empleado fue de 0.01 [s] para el proceso de 
calentamiento. Una vez retirada la fuente de calor, el paso de tiempo se redujo a 0.001[s]. 
Terminada la solidificación en la pileta, el paso de tiempo se restaura a 0.01[s]. 

 
Figura 4. Condiciones de borde y malla empleada en la modelación. 

 
 

 Dimensión de las zonas [m] Nº de nodos de las zonas 
 1 2 3 1 2 3 De borde 

X 0.005 0.01 0.017 31 15 10 2 
Y 0.005 0.005 0.006 31 13 5 2 
Z 0.005 0.005 0.002 31 13 3 2 

Tabla 3. Detalle de la malla variable acero ASTM A-36 

Propiedades de los Aceros: Se presenta, a modo de ejemplo, en las tablas 4 y 5, las 
propiedades consideradas en el acero AISI 1045 

 C Mn Si Ni Cr P Cu S Al Nb Mo V 
% 

peso 
0.46 0.85 0.27 0.02 0.11 0.014 0.01 0.02 0.027 0.001 0.01 0.005 

Tabla 4. Composición química acero AISI 1045 (Elmer J. et al [5]) 
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Nombre Símbolo Valor Unidad Nombre Símbolo Valor Unidad 
Temperatura 
Líquido 

Tf 1768 K 
Conductividad efectiva 

de líquido 
kf 335 W m-1 K-1 

Temperatura Sólido Ts 1713 K 
Calor específico del 

sólido 
Cs 586 J kg-1 K-1 

Calor latente de 
fusión 

L 2.5x105 J kg-1 Calor específico del 
líquido 

Cf 746 J kg-1 K-1 

Densidad del metal 
líquido  

7.7x103 kg m-3 
Coeficiente de 

temperatura de la 
tensión superficial 

T∂∂γ  -4.3x10-4 N m-1 K-1 

Viscosidad efectiva 
del líquido  0.16 

kg m-1 
s-1 

Coeficiente de 
expansión volumétrico  

1.51x10-5 K-1 

Conductividad 
térmica de sólido 

ks 36.4 
W m-1 

K-1 
Permeabilidad 

magnética mµ  1.26x10-6 N/ A2 

Eficiencia arco  72%  Emisividad 
 

0.7  

Radio arco rb 2.3 mm 
Constante B en 
Carman-Kozeny 

 1.0x10-7  

Factor distribución 
de energía 

fd 0.5  
Constante C en 
Carman-Kozeny 

 1.6x104  

Tabla 5. Propiedades físicas acero AISI 1045 (Elmer J. et al [29]). 
 
4.  RESULTADOS 

Los resultados corresponden a la determinación transiente de perfiles térmicos y de 
velocidades. También, se evidencia la evolución de la zona pastosa, durante los procesos de 
cambio de fase. La figura 5 muestra el tipo de resultados evaluados. 

 
Figura 5. a) Campo de temperatura, acero AISI 1005, 5[s] de arco eléctrico. Las 
isotermas presentan fase líquida (1529ºC), sólido (1506ºC) y zona de transformación 
austenítica con sobrecalentamiento (1047ºC y 782ºC). b) Campo de velocidades en la 
pileta, plano RZ (cualquier ángulo azimutal), 5[s] de arco eléctrico. 
Validación de resultados Acero AISI 1005: Se contrasta los resultados de esta modelación 
con los resultados numéricos y experimentales obtenidos por Zhang [3]. Las figuras 6 y 7 
muestran que los resultados obtenidos de la simulación térmica tridimensional, en la etapa 
de calentamiento, fueron coherentes con los resultados numéricos y experimentales 
recopilados de la bibliografía disponible.  
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Figura 6. Comparación forma geométrica calculada y medida de la superficie superior de 
la zona fundida de pileta de soldadura Línea negra y fotografía de pileta son resultados 
obtenidos por  Zhang [3], línea de color rojo corresponde al presente trabajo. La curva 
negra y roja representa isotermas de temperaturas de sólido (1779 K).  
 
La tabla 6 presenta comparación de tamaños de pileta, para aceros AISI 1045 y ASTM A-
36. La figura 8 muestra un detalle de las estructuras segregadas, los cuales representan un 
área de interés de la unión soldada, 1: cordón; punto 2: ZAC; punto 3: transición 
ZAC/metal base; y punto 4: metal base (MB). 
 
 

 
Figura 7. Temperatura puntos de pileta 1: 0[mm], 2: 1.5[mm] a 0, 3: 1.5[mm] a 45°, 4: 
1.5[mm] a 90°, 5: 3[mm] a 0°, 6: 3[mm] a 45° y 7: 3[mm] a 90°.  

 
 AISI 1045 ASTM A-36 

Dimensiones de la pileta Simulación Experimental Error Simulación Experimental Error 
Mitad ancho de la zona fundida 3.0 [mm] 2.7 [mm] 11.0% 4.36 [mm] 3.82 [mm] 14.0% 
Penetración de la zona fundida 1.12 [mm] 0.97 [mm] 5.6% 2.45 [mm] 2.0 [mm] 11.8% 

Tabla 6. Comparación entre resultados de las dimensiones de la pileta de soldadura del 
acero AISI 1045. Error calculado respecto del ancho medio experimental 
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Figura 8. Estimación de la morfología segregada Acero ASTM A-36 

 
CONCLUSIÓN 

Se implementa y valida método para simular procesos de soldaduras GTA, relacionando 
aspectos de termofluidos y morfológicos de aceros AISI 1005, AISI 1045 y ASTM A36. 
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RESUMEN

Esta contribución presenta una técnica numéricamente eficiente para estimar los índices de So-
bol’ para una clase particular de sistemas estructurales. La técnica propuesta se basa en los
conceptos de subestructuración, base reducida y remuestreo. La aplicación de esta técnica se
ilustra mediante un problema que involucra el modelo de un diente humano.

1. INTRODUCCIÓN

La teoría de probabilidad permite modelar y estudiar los efectos de la incertidumbre en proble-
mas de mecánica estructural. De esta manera, los parámetros que afectan el desempeño de una
estructura, que habitualmente no son conocidos de manera determinista, pueden ser caracteri-
zados como variables aleatorias. En este contexto, el análisis de sensibilidad es una herramienta
que permite determinar en qué medida la respuesta estructural es afectada por las variables
aleatorias del modelo. Existen diversas formas de realizar el análisis de sensibilidad. Diferentes
enfoques incluyen análisis de tipo local, global, cualitativo y cuantitativo [1, 2]. Dentro de los
enfoques de cuantificación global, existen métodos basados en el estudio de la varianza de la
respuesta. Uno de estos métodos son los índices de Sobol’[3, 4].
En aplicaciones prácticas, los índices de Sobol’ son estimados mediante técnicas de simulación.
Estas técnicas requieren evaluar la respuesta de interés un gran número de veces, para diferen-
tes realizaciones del vector de variables aleatorias. Si la respuesta de interés es resultado de
un sistema modelado mediante, por ejemplo, el método de elementos finitos, la estimación de
los índices tendrá asociado un esfuerzo computacional muy elevado. Por lo tanto, es de interés
desarrollar técnicas que permitan calcular estos índices en una forma eficiente. Una alternativa
consiste en acelerar el cálculo de las muestras de la respuesta de interés, que es precisamente el
centro de interés de este trabajo.
La técnica propuesta para acelerar el cálculo de la respuesta estructural se basa en los conceptos
de subestructuración y remuestreo. Bajo el supuesto que los parámetros inciertos del modelo
estructural afectan a distintas porciones de éste, se analiza cada una de dichas porciones me-
diante la técnica de subestructuración. De esta manera, es posible generar una serie de muestras
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a nivel de cada subestructura. Finalmente, aplicando el concepto de remuestreo, es posible ge-
nerar muestras de la estructura completa combinando aleatoriamente distintas subestructuras
generadas previamente [5]. De manera adicional, y con el objeto de reducir el tamaño de las
matrices (ya sea a nivel de subestructura o estructura), se aplica el concepto de base reducida
[6], lo que permite incrementar aún más la eficiencia numérica del proceso. Si bien el espectro
de aplicación de la técnica propuesta es bastante amplio, en este trabajo se consideran solo pro-
blemas de mecánica estructural que involucran sistemas lineales y elásticos sometidos a carga
estática.

2. ÍNDICES DE SOBOL’

Considere un sistema donde la respuesta de interés es modelada por una función y = f (θθθ),
donde θθθ corresponde al vector de los parámetros inciertos del modelo, de dimensión nθ × 1.
Las componentes θi de dicho vector se caracterizan mediante una distribución de probabilidad
pi (θi). Luego, es de interés determinar la porción de la varianza de y que es aportada por la va-
riabilidad de cada parámetro incierto. El método propuesto por Sobol’ [4, 3] permite cuantificar
lo anterior. El método consiste en descomponer f (θθθ) en una sumatoria de términos de dimen-
sionalidad creciente, de modo que la varianza de y es expresada como una suma de varianzas
condicionales.
Los índices de Sobol’ permiten determinar la influencia de una variable en forma aislada (índi-
ces de primer orden), el aporte de una variable incluyendo las interacciones con todas las demás
(índices totales), y en general, la cuantificación de la varianza aportada por grupos arbitrarios
de variables. En este trabajo se estudian los dos primeros casos.
Como definición, el índice de primer orden, Si, corresponde a la varianza de la esperanza con-
dicional, respecto a la variable θi, de y, normalizada por la varianza total.

Si =
Vθi

[
Eθθθ−i [y|θi]

]

Vθθθ [y]
, i = 1, . . . ,nθ (1)

En la ecuación, Ex y Vx representan esperanza y varianza calculadas respecto del conjunto
de variables aleatorias x, respectivamente, mientras que θθθ−i representa el conjunto de variables
aleatorias del modelo salvo θi. El índice total, STi , corresponde al complemento de la varianza de
la esperanza condicionada a todas las variables del modelo salvo θi normalizada por la varianza
total.

STi = 1−
Vθθθ−i [Eθi [y|θθθ−i]]

Vθθθ [y]
, i = 1, . . . ,nθ (2)

Para estimar los índices de primer orden y los índices totales se recurre al método de Monte
Carlo [7]. El procedimiento es el siguiente.

1. Generar dos conjuntos, AAA y BBB, de N muestras independientes del vector θθθ . Cada conjunto
corresponde a una matriz de dimensión nθ ×N. Note que N representa el número de
muestras asociadas al cálculo de los índices de Sobol’ mediante el método Monte Carlo.
El valor de N debe ser elegido de tal forma que se asegure la convergencia del método de
Monte Carlo; por ejemplo, N ∼ 106.

A =
[
θθθ
(1)
AAA θθθ

(2)
AAA · · · θθθ

( j)
AAA · · · θθθ

(N)
AAA

]
(3)

B =
[
θθθ
(1)
BBB θθθ

(2)
BBB · · · θθθ

( j)
BBB · · · θθθ

(N)
BBB

]
(4)
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2. Para cada i = 1, ...,nθ definir la matriz CCCi. Esta matriz es igual a la matriz BBB, salvo su
i-ésima fila, la cual es igual a la correspondiente fila de AAA.

CCCi =
[
θθθ
(1)
CCCi

θθθ
(2)
CCCi
· · · θθθ

(N)
CCCi

]
, i = 1, . . . ,nθ (5)

θθθ
( j)
CCCi

=
[
θ1

( j)
B θ2

( j)
B · · · θi

( j)
A · · · θnθ

( j)
B

]T
, j = 1, . . . ,N (6)

3. Evaluar la respuesta de interés para cada conjunto de muestras definidos:

y( j)
AAA = f

(
θθθ
( j)
AAA

)
y( j)

BBB = f
(

θθθ
( j)
BBB

)
y( j)

CCCi
= f

(
θθθ
( j)
CCCi

)
(7)

4. Calcular los siguientes estimadores.

f0 =
1
N

N

∑
j=1

y( j)
AAA D =

1
N

N

∑
j=1

y( j)
AAA

2
− f0

2 (8)

USi =
1
N

N

∑
j=1

y( j)
AAA y( j)

CCCi
UTi =

1
N

N

∑
j=1

y( j)
BBB y( j)

CCCi
(9)

5. Finalmente, los índices de Sobol’ de primer orden y totales se estiman mediante las si-
guientes fórmulas.

Si =
USi− f0

2

D
Ti = 1−UTi− f0

2

D
(10)

El número total de evaluaciones de la respuesta estructural que se requiere (considerando cada
una de las muestras de los conjuntos A, B y CCCi, i = 1, . . . ,nθ ) es NT = N (nθ +2) evaluaciones
de f . Por lo tanto, el número total de evaluaciones de la respuesta estructural NT es habitualmen-
te bastante alto, e.g. NT > 106. En aplicaciones de mecánica estructural en donde la respuesta
de interés es calculada mediante el método de elementos finitos, por lo tanto, el costo compu-
tacional asociado a la estimación de los índices de Sobol’ puede resultar muy elevado.

3. CÁLCULO DE LA RESPUESTA ESTRUCTURAL

Considere una estructura lineal y elástica sometida a carga estática que se modela por medio del
método de elementos finitos, involucrando un total de NGL grados de libertad. Por simplicidad,
se asume que los parámetros inciertos del modelo – agrupados en el vector θθθ – afectan solo las
propiedades de la estructura y no las cargas. La ecuación de equilibrio del sistema es:

K(θθθ)u(θθθ) = W (11)
donde K(θθθ) es la matriz de rigidez, u(θθθ) es el vector de desplazamientos y W es el vector de
cargas. Si, por ejemplo, la respuesta de interés del sistema es uno de los desplazamientos y se
desea estimar sus índices de Sobol’ utilizando simulación Monte Carlo, es necesario resolver la
ecuación de equilibrio en repetidas ocasiones para distintas muestras del vector θθθ . Esto puede
resultar muy costoso desde el punto de vista numérico, puesto que es necesario ensamblar y
factorizar la matriz de rigidez un alto número de veces. En vista de esta desventaja, en la sección
siguiente se describe un esquema para calcular la respuesta del sistema estructural de manera
aproximada pero con un costo numérico muy bajo, utilizando las técnicas de subestructuración,
remuestreo y base reducida.
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4. CÁLCULO EFICIENTE DE LA RESPUESTA ESTRUCTURAL

4.1. MÉTODO DE SUBESTRUCTURACIÓN

Suponga que cada componente del vector θθθ afecta una porción definida y distinta de la estruc-
tura. Es posible, entonces, subdividir la estructura en nθ dominios (subestructuras), conectados
entre sí por interfases. Para cada subestructura, se definen grados de libertad internos, denotados
por el subíndice I, y grados de libertad de borde, denotados por el subíndice B. De esta forma
la relación de rigidez de la subestructura i puede escribirse, usando notación de bloques, como:[

K(i)
B,B (θi) K(i)

B,I (θi)

K(i)
I,B (θi) K(i)

I,I (θi)

]{
u(i)

B (θθθ)

u(i)
I (θθθ)

}
=

{
W(i)

B

W(i)
I

}
(12)

Luego es posible condensar la relación anterior a los grados de libertad de borde:

K̂(i) (θi)u(i)
B (θθθ) = Ŵ(i) (θi) (13)

Donde K̂(i) (θi) y Ŵ(i) (θi) se definen como

K̂(i) (θi) = K(i)
B,B (θi)−K(i)

B,I (θi)
(

K(i)
I,I (θi)

)−1
K(i)

I,B (θi) (14)

Ŵ(i) (θi) = W(i)
B −K(i)

B,I (θi)
(

K(i)
I,I (θi)

)−1
W(i)

I (15)

Ensamblando las matrices condensadas de cada subestructura, se obtiene una relación para de-
terminar el vector uB (θθθ)

K̂(θθθ)uB (θθθ) = Ŵ(θθθ) (16)
Finalmente, se obtienen los desplazamientos de los grados de libertad internos de cada subes-
tructura mediante:

u(i)
I (θθθ) =

(
K(i)

I,I (θi)
)−1(

W(i)
I −K(i)

I,B (θi)u(i)
B (θθθ)

)
(17)

Si bien calcular los desplazamientos de una estructura mediante la ecuación 11 o mediante
subestructuración (ver ecuaciones 16 y 17) es equivalente, la aplicación del método de subes-
tructuración puede resultar más ventajosa en contexto con la aplicación de remuestreo, tal como
se describe en la sección siguiente.

4.2. REMUESTREO

Con el objeto de disminuir los costos numéricos asociados al cálculo de un número N de mues-
tras de la respuesta estructural, es posible recurrir al concepto de remuestreo [5]. La idea detrás
de esta técnica es la siguiente. En primer lugar, se genera un número (relativamente pequeño)
NA de muestras de los parámetros estructurales θθθ

( j), j = 1, . . . ,NA; note que NA < N. Para ca-
da una de estas muestras, se hace un análisis a nivel de subestructura. Es decir, se generan las
matrices de rigidez y fuerza condensadas a los grados de libertad de borde (ver ecuaciones 14
y 15, respectivamente). Posteriormente, las matrices de rigidez y vectores de carga por subes-
tructura se ensamblan para determinar el vector de desplazamientos de los grados de libertad
de borde (ver ecuación 16). No obstante, es en este último paso donde se introduce el concep-
to de remuestreo: al momento de ensamblar las matrices de rigidez y vectores de carga de las
subestructursa, se escogen subestructuras de manera aleatoria dentro del grupo de NA muestras
disponibles de cada una de ellas. La ventaja de la estrategia de remuestreo es que es posible
generar un número total de muestras de la estructura completa N mayor que NA, puesto que una
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muestra de una subestructura es utilizada más de una vez; de hecho, utilizando este esquema, en
teoría sería posible generar un máximo de Nnθ

A muestras de la estructura completa. La idea pro-
puesta se ilustra esquemáticamente en la Figura 1, donde se asume que la estructura se modela
considerando dos subestructuras (nθ = 2), mientras que NA = 2 y N = 3.

K̂(1)
(
θ
(2)
1

)
K̂(2)

(
θ
(1)
2

)

Muestra 1

K̂(1)
(
θ
(2)
1

)
K̂(2)

(
θ
(2)
2

)

Muestra 2

K̂(1)
(
θ
(1)
1

)
K̂(2)

(
θ
(2)
2

)

Muestra 3

Figura 1: Representación esquemática de la aplicación de subestructuración y remuestreo

La principal ventaja de la estrategia de remuestreo y subestructuración es la siguiente. Asu-
miendo que se requiere generar N muestras de la respuesta estructura, solo se necesita realizar
el ensamblaje y factorización de las matrices de rigidez de las subestructuras un total de NA
veces más el ensamblaje y factorización de la matriz de rigidez de borde un total de N veces.
Si NA� N, esto puede reportar una reducción sustancial del esfuerzo numérico requerido. Una
discusión breve sobre la elección de NA se presenta en la Sección 5.

4.3. MÉTODO DE BASE REDUCIDA

Si bien la técnica de subestructuración y remuestreo descrita previamente puede resultar muy
conveniente, su implementación puede volverse compleja en modelos que involucran muchos
grados de libertad. Por ejemplo, el almacenamiento de las matrices de rigidez de las subestruc-
turas puede tornarse problemático. Una forma de subsanar tal problema es recurrir al método de
base reducida [6]. Este es un método permite representar el vector de desplazamientos de forma
aproximada. La estrategia consiste en expresar u como una combinación lineal de un conjunto
de NR vectores φφφ m, m = 1, ...,NR.

u(θθθ) =
NR

∑
m=1

φφφ mαm (θθθ) = ΦΦΦααα (θθθ) (18)

La matriz ΦΦΦ se denomina base reducida. De esta forma la ecuación 11, se expresa como el
siguiente sistema sobredeterminado:

K(θθθ)ΦΦΦααα (θθθ) = W (19)
El sistema puede ser resuelto por mínimos cuadrados, formulándose como

KR (θθθ)ααα (θθθ) = WR (20)
donde KR (θθθ) y WR se definen como:

KR (θθθ) = ΦΦΦ
T K(θθθ)ΦΦΦ (21)

WR = ΦΦΦ
T W (22)

En el desarrollo de esta contribución, el método de base reducida es aplicado sobre el método
de subestructuración. Es decir, el vector uB se aproxima mediante una base ΦΦΦ. De esta forma la
ecuación 16 se aproxima como:

K̂R (θθθ)ααα (θθθ) = ŴR (θθθ) (23)
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en forma análoga a lo dispuesto en ecuaciones 21 y 22. Luego de resolver la ecuación 23,
se recupera el vector de desplazamientos de borde, uB (θθθ) = ΦΦΦααα (θθθ), y se continúa con el
procedimiento del método de subestructuración para obtener la respuesta de interés.
La selección de la base reducida es un paso crítico para el éxito del método. Una base apropiada
tendrá como consecuencia una buena aproximación del vector de desplazamiento. Una opción
para determinar la base a usar, corresponde a elegir términos de la serie de Taylor del vector de
desplazamientos centrada en un punto apropiado θθθ

(0) [6]. Por ejemplo, θθθ
(0) puede corresponder

al valor esperado de los parámetros inciertos. En esta contribución, la base considerada incluye
hasta los términos de segundo orden de la serie de Taylor, tal como se indica a continuación.

ΦΦΦ =


uB

(
θθθ
(0)
)
,
∂uB

(
θθθ
(0)
)

∂θ1
, · · · ,

∂uB

(
θθθ
(0)
)

∂θnθ

,
∂ 2uB

(
θθθ
(0)
)

∂θ 2
1

,
∂ 2uB

(
θθθ
(0)
)

∂θ1∂θ2
, · · · ,

∂ 2uB

(
θθθ
(0)
)

∂θ 2
nθ


 (24)

Las derivadas que componen la base se obtienen derivando la ecuación de rigidez [6].

5. ESQUEMA PROPUESTO PARA GENERACIÓN DE REALIZACIONES

Suponga que se requiere calcular N veces la respuesta de interés para distintas realizaciones
de θθθ . Resolver N veces la ecuación de equilibrio puede resultar numéricamente muy costoso.
Sin embargo, el costo numérico de calcular las N realizaciones puede disminuirse siguiendo
procedimiento propuesto en la sección anterior. A modo de resumen, los pasos a seguir para
implementar el método propuesto se detallan a continuación.

1. Genere el conjunto ΘΘΘ, correspondiente a NA muestras del vector θθθ . Estas muestras definen
NA estructuras de apoyo. En general NA� N, pero cumpliendo con NA

nθ ≥ N.

ΘΘΘ =
[
θθθ
(1),θθθ (2), · · · ,θθθ (NA)

]
=




θ
(1)
1 θ

(2)
1 · · · θ

(NA)
1

θ
(1)
2 θ

(2)
2 · · · θ

(NA)
2

...
... . . . ...

θ
(1)
nθ

θ
(2)
nθ
· · · θ

(NA)
nθ




(25)

2. En una etapa de preproceso, para cada una de las estructuras de apoyo se lleva a cabo
el análisis por subestructuras descrito. Se almacenan las matrices necesarias para llevar a
cabo la determinación de la respuesta de interés. Si es necesario reducir el costo compu-
tacional en mayor medida o si existen problemas de almacenamiento, recurra además al
método de base reducida.

3. Luego se realiza el remuestreo. A partir del conjunto de NA muestras de apoyo, se eligen
aleatoriamente N combinaciones de las subestructuras disponibles.

θ̂θθ
(k)

=
[
θ
(lk,1)
1 θ

(lk,2)
2 · · · θ

(lk,nθ
)

nθ

]T
, k = 1, · · · ,NS (26)

donde lk,i denota al índice de la i-ésima componente de la k-ésima combinación seleccio-
nada; lk,i es un número entero generado aleatoriamente entre 1 y NA.

4. Para cada combinación elegida, se suman las matrices de cada subestructura y se obtiene
la respuesta de interés.

Asuma que las N realizaciones son requeridas para la estimación satisfactoria de alguna medi-
da de interés (por ejemplo, el cálculo de los índices de Sobol’ aplicando el método de Monte
Carlo). Es fácil observar que para valores pequeños de NA (i.e. NA ≈ N1/nθ ) la calidad de la es-
timación será deficiente, puesto que las muestras generadas presentan un grado de correlación.
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Por otra parte, para valores muy altos de NA (i.e NA ≥ N), el éxito está garantizado, dado que la
correlación se desvanece. Por lo tanto, podría ser posible determinar un valor de NA entre N1/nθ

y N que aproxime satisfactoriamente la estimación de la medida de interés. El estudio de tal
criterio se propone como trabajo a futuro.
En el caso concreto de esta contribución, el criterio de remuestreo y subestructuración se aplica
de la siguiente forma: para generar el conjunto de muestras A (ver ecuación 3), se generan NA
estructuras de apoyo y con ellas, se generan N muestras de la respuesta estructural; posterior-
mente, para generar el conjunto de muestras B (ver ecuación 4), se generan otras NA muestras
de apoyo, independientes de las generadas anteriormente. De esta forma, se asegura que las
muestras de los conjuntos A y B son independientes entre sí. Respecto del conjunto de muestras
CCCi, i = 1, . . . ,nθ , este queda definido una vez que los conjuntos de muestras A y B han sido
generados (ver ecuación 5).

6. EJEMPLO

A continuación, se presenta la aplicación del método propuesto para aproximar los índices de
Sobol’. El ejemplo consiste en un problema de tensiones planas, que involucra el modelo de
elementos finitos de 15312 grados de libertad de un diente humano, adaptado de [8] y que se
muestra en la Figura 2. La anatomía del diente humano puede ser modelada considerando cinco
subestructuras: hueso, ligamento periodontal, esmalte, dentina y pulpa. Por distintos motivos
(edad, nutrición, salud dental, etc.) existe incertidumbre en los valores de los módulos de elas-
ticidad de cada subestructura. Los parámetros del modelo se muestran en la tabla 1 y han sido
determinados en concordancia con lo reportado en diversas referencias [8, 9, 10, 11, 12, 13].
En particular, la incertidumbre en estos parámetros se modela considerando una distribución
normal truncada. La carga estática aplicada es de 1 [N] en dirección horizontal, que simula el
efecto de un aparato de ortodoncia. La respuesta de interés corresponde al desplazamiento hori-
zontal del extremo más alto del diente (cúspide). Como solución de referencia, se muestran en
la tabla 1 los índices de Sobol’ calculados a partir de los desplazamientos obtenidos aplicando
simulación Monte Carlo sin aplicar ninguna clase de aproximación (es decir, se resuelve direc-
tamente la ecuación 11) considerando un total de N = 106 muestras.
Por otra parte, se aplica el método propuesto para generar muestras de manera eficiente. Se
considera un número de estructuras de apoyo NA variable, entre 50 y 106. Se hace uso de la
técnica de base reducida para disminuir costos computacionales, tomando el valor medio de
cada parámetro incierto como punto de referencia. La figura 3 ilustra estos resultados. Puede
apreciarse que en la medida que NA aumenta, los índices calculados se aproximan a la solución
de referencia, ilustrando la aplicabilidad del método propuesto.

Subestructura
Módulo de

Poisson

Módulo de Elasticidad Índices de Sobol’
Valor medio

µE [MPa]
Coeficiente de

Variación
Límite inferior

[MPa]
Si STi

1 Hueso 0.30 14000 8% 0 0.0068 −0.0108
2 Ligamento 0.45 100 20% 1 0.6508 0.6471
3 Esmalte 0.30 80000 10% 0 0.0066 −0.0109
4 Dentina 0.31 17000 18% 0 0.3536 0.3368
5 Pulpa 0.49 4 30% 0 0.0065 −0.0104

Tabla 1: Parámetros de modelo e Índices de Sobol’ de referencia
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1. Hueso

2. Ligamento

3. Esmalte

4. Dentina

5. Pulpa

1 [N]

Figura 2: Ilustración del modelo de diente humano y malla del modelo de elementos finitos.
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Figura 3: Resultados de aplicación del método propuesto.

De manera adicional, la tabla 2 indica el tiempo de ejecución asociado a la obtención de la
solución de referencia y al método propuesto, para NA = 50000. Los tiempos se presentan nor-
malizados tal que el menor tiempo medido corresponde a la unidad. Es posible apreciar de esta
tabla que el método propuesto permite una disminución sustancial del tiempo de ejecución.

Solución de Referencia
Método Propuesto

NA = 50000
1910.1 1

Tabla 2: Tiempo de ejecución (relativo), N = 106.

149



7. CONCLUSIONES

De acuerdo a los resultados obtenidos en este trabajo, es posible concluir que – para el tipo de
aplicaciones estudiadas – no es necesario realizar un alto número de simulaciones completas
de un sistema estructural para poder cuantificar la incertidumbre. De hecho, basta con realizar
un número limitado de análisis y luego aplicar remuestreo. De esta manera, es posible reducir
sustancialmente el tiempo requerido para cuantificar la incertidumbre sin sacrificar precisión.
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RESUMEN

A yield criterion for porous solids of the Gurson[1] type is presented. This model is able to
model ductile damage and fracture, dealing with material softening and strain localization. This
usually leads to unwanted numerical features such as the loss of the ellipticity of equilibrium
equations. The first step before dealing with these issues is for the damage model to already ha-
ve a stable, accurate integration scheme. In this article, the numerical integration of an extended
version of the Gurson model (incorporating plastic anisotropy and mixed isotropic-kinematic
hardening) is revised. The main feature of this scheme is that all the variables are integrated in
an implicit way based on the projection algorithm, while the consistent tangent matrix is analy-
tically obtained. Some numerical results are presented for homogeneous cases. The good results
imply that the model can be used in more complex simulations which include heterogeneous
strain paths.

1. INTRODUCTION

For most metals and alloys, material degradation leading to fracture includes three successive
stages of damage mechanism: nucleation, growth and coalescence of voids. After nucleation,
the voids resulting from interface decohesion of inclusions or particle fracture grow within the
surrounding matrix and affect its plastic deformation. The first stage of void growth by relatively
homogeneous plastic deformation of the surrounding matrix is interrupted by the localization
of the plastic flow in the ligament between the voids. This localization corresponds to the onset
of coalescence.
There are currently several damage models available in the literature in order to describe the ma-
terial degradation. The most popular micromechanical model for ductile damage is the Gurson-
Tvergaard-Needleman (GTN). Gurson [1] first proposed a porous plasticity model with the void
volume fraction as internal variable. The model was further improved to account the loss of load
carrying capacity associated with void nucleation and coalescence [2]. Since then, the GTN mo-
del has been extended to cover different applications. For instance, considering an anisotropic
matrix of the Hill ’48 type [3, 4].
Integration of the rate constitutive equations into the finite element method requires obtaining
the non-linear response of the material over a discrete sequence of time steps. For the case
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2

of rate-independent plasticity, the classical return mapping [5] is widely used because of its
effectiveness and robustness. It was originally designed to satisfy the yield function at the end
of the current step, and such introducing a constraint (consistency condition) into the discretized
equations.
In this work, the integration of the Gurson model for a Hill ’48 type of anisotropic matrix is
discussed. The integration scheme is based on the approach of Aravas [6] and Ben Bettaieb
et al. [7], using a fully-implicit integration scheme. The calculation of the consistent tangent
matrix is also analyzed.
In terms of notation, the vectors and second order tensors are denoted by boldface letters. Sca-
lars are plain letters and H is a fourth order tensor. The capitals letters represent the material
coordinates whilst the minuscules the spacial coordinates. Hence, XXX is a tensor in the material
(lagrangian) coordinates while xxx represents a tensor in the spacial (eulerian) coordinates. The
second and fourth order unity tensors are denoted by III and I respectively. The double contrac-
tion is represented by AAA : BBB =

[
AAAT BBB

]
, while the tensorial product with the symbol ⊗.

2. MATERIAL MODEL

The set of governing equations of the material behavior are described hereafter. As in the clas-
sical theory of plasticity additive decomposition of the (total) infinitesimal strain tensor is assu-
med:

ε̇εε = ε̇εε
e + ε̇εε

p (1)

It is very well known that this assumption is valid for the infinitesimal strain only. The infini-
tesimal strain field εεε can be defined in terms of the displacement field uuu. The definition of a
constitutive equation for both ε̇εε

e and ε̇εε
p is required in this case. For the elastic part, the cons-

titutive equation is given by an hyperelastic law for linear, elastic, homogeneous (in time) and
isotropic materials:

σ̇σσ = C : (ε̇εε− ε̇εε
p) (2)

also known as Hooke’s law, where C is the fourth-order (constant) elasticity tensor. The consti-
tutive relation for ε̇εε

p is given by the associated flow rule:

ε̇εε
p = λ̇

∂Fp

∂σσσ
(3)

2.1. Plastic behavior

The plastic behavior of the material is described by a yield criterion and a material hardening
function. A simple isotropic J2-plasticity (von Mises) criterion can be expressed as:

f =

√
3
2

σσσdev : σσσdev−σY (ε
P
eq) = 0 (4)

where σY is an function representing the size of the yield surface in the tensile direction, εP
eq

is the equivalent plastic strain (concept which will be explored below) and (•)dev denotes the
deviatoric part of the tensor. An anisotropic generalization of the J2-plasticity criterion is due to
Hill [3]. Here, the J2 invariant is replaced by quadratic function of the stress:

f =

√
1
2

σσσ : H : σσσ −σY (εeq) = 0 (5)
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3

where H is a fourth-order anisotropic tensor, whose components are determined from an expe-
rimental campaign.
The hardening of the DC01 steel is described by the Swift isotropic hardening, formulated as
follows:

σY
(
ε

P
eq
)
= K

(
ε

P
eq + ε0

)n
(6)

where σY is the flow stress, εP
eq is the equivalent plastic strain and K, n, σ0 are material constants

computed from a tensile curve in a reference direction.

2.2. The Gurson model

The Gurson model is a mathematical representation of ductile damage based on the michro-
mechanics of the material, using the continuum mechanics approach. It comes as a result of
applying the homogenization theory in the analysis of the plastic stress field in a microsco-
pic medium composed of a dense matrix and cavities. The model is expressed as a macroscopic
yield criterion, introducing a micromechnical variable as its damage parameter: the void volume
fraction. Herein, a brief explanation of the model and its parameters is presented.
Using Aravas [6] notation, the following variables are introduced:

p :=− 1
3

tr(σσσ) (7)

q :=

√
1
2

σσσdev : σσσdev ∨ q :=

√
1
2

σσσ : H : σσσ (8)

So the macroscopic yield criterion of Gurson can be expressed as Fp = Fp(p,q,Hα), where Hα

is the set of scalar state variables. Given an associated flow rule in terms of p and q:

ε̇εε
p = λ̇

(
∂Fp

∂ p
∂ p
∂σσσ

+
∂Fp

∂q
∂q
∂σσσ

)
= λ̇

(
−1

3
∂Fp

∂ p
III +

∂Fp

∂q
nnn
)

(9)

where:
nnn =

3
2q

σσσdev ∨ nnn =
1

2q
H : σσσdev (10)

Therefore, the Cauchy stress tensor can be expressed in the following way:

σσσ =−pIII +
2q
3

nnn ∨ σσσ =−pIII +2q
(
H−1 : nnn

)
(11)

while the plastic strain rate can be written as:

ε̇εε
P =

1
3

ε̇pIII + ε̇qnnn (12)

Several extensions have been introduced into original Gurson model and among them, the
Gurson-Tvergaard-Needleman (hereafter called GTN model) is one of the first to robustly com-
pile the three stages of damage development: void nucleation, growth and coalescence. The
classical GTN yield surface is defined by:

Fp
(

p,q,εP
M, f

)
=

q2

σ2
Y
−1+2q1 f cosh

(
−3

q2 p
κσY

)
−q3 f 2 (13)
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4

where σY the yield stress of the matrix material, f is the void volume fraction (also called
porosity) and κ is the anisotropy factor introduced by Benzerga and Besson [4]. κ = 2 stands
for the isotropic Gurson/GTN model. The parameters q1 and q2, originally equal to 1.0 in the
initial Gurson model, are usually set to q1 =1.5 and q2 =1.0 allowing the continuum model to
be in good agreement with the localization strain for cell analysis [2]. The evolution of voids is
additively decomposed in nucleation ( fn) and growth parts ( fg):

ḟ = ḟn + ḟg =
fN

SN
√

2π
exp

[
−1

2

(
εP

M− εN

SN

)2
]

ε̇
P
M +(1− f ) trε̇i j

p (14)

with εP
M as the equivalent plastic strain in the matrix and fN , SN , εN as material parameters.

Coalescence is determined by the effective porosity f ∗ function:

f ∗ =


f if f < fcr

fcr +

1
q1
− fcr

fF − fcr
( f − fcr) if f > fcr

(15)

where fcr and fF are material parameters. The hardening relations for the dense matrix are
given by an isotropic relation. An evolution equation in terms of the equivalent plastic strain of
the matrix of the kind σY = σY

(
εP

M
)

(Swift for instance). Finally, the set of internal variables
representing the isotropic hardening and the porosity are defined as:

H1 := ε
P
M H2 := f (16)

With the related incremental equation defined as:

h1 := ε̇
p
M =

−pε̇p +qε̇q

(1− f )σY
(17)

h2 := ḟ = (1− f )ε̇p (18)

3. Integration algorithm description

In this section, the GTN model is integrated into the FE code LAGAMINE. LAGAMINE is a
Lagrangian nonlinear code developed by the ArGEnCo department at the University of Liége
since the 80s [8]. The extension of the return mapping algorithms to elastoplastic pressure-
dependent (I1-dependent) constitutive relations was first proposed by Aravas [6]. The main
feature added in this approach is the introduction of the hydrostatic part of the strain.
The backward Euler implicit scheme is chosen because for a J2-plasticity it gives better accuracy
for strain increments several times bigger that the yield strain. Moreover, it is unconditionally
stable independently of the smoothness of the yield criterion. Within an incremental problem
for a step defined as [tn, tn+1], the (current) strain can be globally represented in an implicit
scheme as:

εεεn+1 = εεεn +∆εεε, ∆εεε = ∆t ε̇εεn+1 (19)

where ∆t represents the time increment, n denotes the time at the beginning of the step and n+1
the time at the end of the step. In the context of the FE simulation, the incremental strain field
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∆εεε is assumed to be given at the beginning of the time step in terms of the displacements field
uuu. Hence, the infinitesimal strain increment can be defined as:

∆εεε :=
∆t
2

(
∇u̇uun+1 +(∇u̇uun+1)

T
)

(20)

Then we can define the elastic predictor by assuming a freezed plastic flow (εεεP
n+1 = εεεP

n ):

σσσ
trial
n+1 := C :

(
εεεn+1− εεε

P
n
)
= σσσn +C : ∆εεε (21)

Using Aravas notation:

ptrial
n+1 :=

1
3

tr
(

σσσ
trial
n+1

)
and qtrial

n+1 :=
√

σσσ trial
n+1 : H : σσσ trial

n+1 (22)

The main difference with the algorithm proposed by Aravas is the introduction of the aniso-
tropy tensor H, implying that qtrial

n+1 is no longer coaxial with qn+1 and, as a consequence, the
normal tensor nnn cannot be explicitly determined from the trial state and must be considered as
an unknown. The elastic trial state is evaluated using the yield function:

Fp

(
ptrial

n+1,q
trial
n+1,HHHn

)
= 0 (23)

If the yield condition is not fulfilled, the plastic corrector is applied to the trial state:

σσσn+1 = σσσ
trial
n+1−Kb∆εpnIII−2Gs∆εqnnnnn (24)

Analogously, using Eq. 21 and Eq. 22:

pn+1 = ptrial
n+1 +Kb∆εpn (25)

qn+1 = qtrial
n+1−2Gs∆εqn (26)

Hence, the plastic corrector is fully determined knowing ∆εp, ∆εq and nnn. Adding the state va-
riables, the problem involves finding the following set of unknowns:

{YYY}=
{

∆εp,∆εq,n1,n2,n3,n4,n5,∆ε
P
M, f

}T
(27)

Having 9 unknowns, 9 equations should be available through the residual vector (tensor) ΓΓΓ.
Starting with the yield surface:

Γ1 =Fp (p,q,Hα) =
q2

σ2
Y
−1+2q1 f cosh

(
−3

q2 p
κσY

)
−q3 f 2 (28)

The consistency condition:

Γ2 =∆εp

(
∂Fp

∂q

)
+∆εq

(
∂Fp

∂ p

)
(29)

The unit normal:

Γ3,...,7 =

{
nnn− H : σσσdev

2q

}
i
, i = 1,2,4,5,6 (30)
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where the subscript i denotes the vector (tensor) component of tensor nnn. The equations involving
the state variables ∆εP

M and f are defined as:

Γ8 =(1− f )∆ε
P
MσY −q∆εq + p∆εp (31)

Γ9 = f − f t +∆εp

1+∆εp
(32)

where f t is the porosity from the last (converged) step.

4. Consistent tangent matrix calculation

In the context of the FE framework, it is often necessary to find a relation of the type σσσ = σσσ (εεε).
Linearization of this expression leads to dσσσ =D : dεεε , where dσσσ and dεεε are the total derivatives
of the Cauchy stress tensor and natural strain tensor respectively. D is defined as the tangent
modulus. In an implicit time integration scheme the stiffness matrix should be calculated at
the end of the present step. It is clear that in order to find D it is necessary to find expressions
including both total derivatives. To do so, the Algorithm approach from Simo and Taylor [9] is
used.
For cases without kinematic hardening, the classical algorithm approach to obtain the consistent
tangent modulus involves linearization of Eq. 24. Subsequently, a system is solved to find d∆εp
and d∆εq by enforcing the consistency condition. Kim and Gao [10] highlighted that dλ can be
hard to evaluate when the constitutive equations are complex. Hence, they proposed a new way
to obtain the tangent modulus based on the linearization procedure of Aravas but using d∆εεεP

instead of d∆εp and d∆εq as primary unknowns.
The procedure starts with the elastic relation which in terms of the increments is expressed as:

σσσn+1 = C :
(
εεεn+1− εεε

P
n+1
)
= C :

(
εεεn+1− εεε

P
n −∆εεε

P
n+1
)

(33)

Note that here the plastic flow is not freezed as for the trial elastic state in Eq. 21. Linearizing
this equation leads to:

dσσσ = C : dεεε−C : d∆εεε
P (34)

As all variables are referred to step n+1 the subscript is removed for the sake of simplicity. It
is easy to observe that finding a relation between d∆εεεP and dεεε will define the tangent modulus.
In order to achieve this some previous mathematical manipulations are needed. It will be shown
throughout this section that d∆εP can be conveniently related to dσσσ with:

K : d∆ε
P = L : dσσσ (35)

where K and L are coefficient tensors. Substituting dσσσ of Eq. 34 in Eq. 35, we obtain:

d∆ε
P = (K+LC)−1 : (LC : dεεε) (36)

Replacing Eq. 36 in Eq. 34, the tangent modulus can be expressed as:

D= C−C(K+LC)−1LC (37)

Thus, the determination of the tangent modulus D is reduced to find the coefficient tensors K
and L. Given the symmetry of the Cauchy stress tensor, six equations are needed to express the
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tensor coefficients from the total derivatives of the yield surface and the flow rule:

Fp
(
σσσ ,εP,Hα

)
= 0 (38)

∆ε
P = ∆λ

∂Fp

∂σσσ
(39)

The first equation for [K] and [L] is given by the total derivative of the yield condition dFp
while the remaining equations are derived from the flow rule. However, the form of Eq. 39 is
not useful as the plastic multiplicator is included. Rearranging the flow rule in terms of the
components and removing ∆λ , five linearly independent equations are obtained.

5. VALIDATION

The original implementation from Aravas [6] is tested using an hydrostatic test. The material
is isotropic, with isotropic hardening and considering nucleation and growth of cavities (no
coalescence). The results for the hydrostatic test in Fig. 1(a) are very close to the analytical
ones.
In the article by Benzerga and Besson [4], the authors identified two different effects: the scalar
effect by means of parameter κ and the directional effect expressed in the damage anisotropy.
The simulations were performed using a simple tensile test in one single FE element using
the material parameters from Ben Bettieb et al. [7]. Three different set of anisotropic coeffi-
cients were selected: set 1 has a strong anisotropy (κ =1.69) while set 2 is slightly anisotropic
(κ =2.07). In Fig. 1(b) it is clear that for anisotropic κ (set 1), the directionality effect is more
important.

0 0.4

Volumetric strain [−]

0

2.5

Hydrostatic
stress ratio [−]

GUR3Dext
Aravas1987

(a) Predictions of the GTN model for the hydrosta-
tic.

0 2.0

Equivalent strain [−]

0

0.04

Void volume
fraction [−]

Isotropic
κ = 1.69
κ = 2.07

Anisotropic

Isotropic

RD

TD

45

RD,TD
45

(b) Influence of the anisotropic coefficients in the
porosity evolution of tensile test.

Figura 1: Representative results of the implemented GTN model using the LAGAMINE code.

6. CONCLUSIONS

In this work, the implementation of the GTN model including the effect of the matrix anisotropy
is discussed. The original feature of this scheme is that all variables are integrated in an implicit
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way based on the projection algorithm, while the consistent tangent matrix is obtained analy-
tically. The efficiency of the implementation is assessed by comparing the numerical results of
homogeneous cases found in the literature. As a general conclusion, the current model can be
used in more complex simulations involving heterogeneous strain paths. Further work is being
focused in the application of this integration algorithm for other types of anisotropy.
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RESUMEN

Los parámetros de un modelo estructural (como cargas, propiedades estructurales u otras) no
siempre pueden ser caracterizados como deterministas debido a la incertidumbre existente sobre
condiciones de operación, procesos de deterioro, etc. Esta incertidumbre puede representarse
mediante variables aleatorias, las que pueden asociarse a alguna distribución de probabilidad
con sus parámetros de entrada (v. gr. valor esperado o desviación estándar). Así, al definir
un criterio de falla asociado a un comportamiento estructural no deseado, puede estimarse la
confiabilidad o probabilidad de falla. No obstante, los parámetros de distribución utilizados
pueden afectar en diferente grado dicha estimación.
La teoría de probabilidad, en este contexto, permite cuantificar lo sensible de la confiabilidad
estructural respecto de los parámetros de una distribución de probabilidad. En este trabajo, se
propone cuantificar la sensibilidad aplicando Line Sampling [1]. La propuesta anterior es en
realidad un post procesamiento del análisis de confiabilidad. La teoría se desarrolla al utilizar
la regla de integración de Leibniz [2], traduciéndose en la implementación de dos estrategias
diferentes. La eficiencia numérica de ambas metodologías se demuestra mediante un ejemplo
práctico que involucra una fundación sobre una capa de suelo elástico.

1. INTRODUCCIÓN

La teoría de probabilidad permite cuantificar el nivel de seguridad de un sistema estructural.
Este nivel de seguridad se determina calculando la confiabilidad, o alternativamente la probabi-
lidad de falla. Esta cantidad mide la chance que una o más respuestas estructurales superen un
umbral que asegure condiciones de servicio o integridad. Por tanto, es útil determinar la proba-
bilidad de falla de un sistema para mejorar su diseño (por ejemplo en el dimensionamiento de
elementos estructurales) o su operación (estrategias de mantenimiento).
La cuantificación de la probabilidad de falla requiere describir la incertidumbre que caracteriza
a las variables del fenómeno físico. Para ello, es posible utilizar variables aleatorias asociadas
a una función de densidad de probabilidad. Las funciones de densidad dependen de parámetros
de distribución como por ejemplo, el valor esperado o la desviación estándar. La elección de
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dichos parámetros es clave, debido a que una perturbación en ellos afecta a la probabilidad de
falla. Por esta razón, resulta interesante conocer la sensibilidad de la probabilidad de falla res-
pecto de los parámetros de distribución de la función de densidad. De esta manera, es posible
determinar aquellos parámetros que afectan en mayor medida y tomar acciones pertinentes (por
ejemplo, precauciones de diseño adicionales frente a un parámetro altamente influyente).
Dentro del contexto descrito anteriormente, esta contribución propone dos estrategias para cal-
cular la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los parámetros de una distribución
de probabilidad: La primera destaca por la integración unidimensional de la función de densi-
dad y la segunda utiliza el gradiente de la función de desempeño. Ambas estrategias se basan
en el uso de la técnica de simulación Line Sampling, que permite una vez calculada la probabi-
lidad de falla, realizar un post-procesamiento de los datos. Esto implica que, una vez aplicado
Line Sampling para la determinación de la probabilidad de falla, es posible estimar la sensibi-
lidad con respecto a algún parámetro de distribución sin un gran esfuerzo numérico adicional.
Cabe señalar que en la literatura, se han realizado estudios de sensibilidad de la confiabilidad
estructural mediante Line Sampling [3, 4]. No obstante, las estrategias propuestas en esta con-
tribución expanden los resultados expresados en [3] y además, la primera de estas estrategias
evita el cálculo del gradiente de la respuesta estructural (lo cual es necesario en [4]).
La estructura de esta contribución es la siguiente: La sección 2 presenta la formulación general
del problema en estudio. La sección 3 describe la aplicación de la técnica de simulación Monte
Carlo [5] para la estimación de la probabilidad de falla y su gradiente. Si bien la técnica Monte
Carlo es bien conocida y su aplicación puede ser costosa desde el punto de vista numérico, se
incluye en esta contribución dado que permite obtener resultados que sirven como referencia.
La sección 4 describe la técnica Line Sampling [6] para estimar probabilidades de falla mientras
que la sección 5 presenta dos estrategias novedosas para el cálculo del gradiente de la probabi-
lidad de falla. La aplicación de las estrategias propuestas se ilustra en la sección 6 y la sección
7 cierra esta contribución con algunas conclusiones.

2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Considere un sistema estructural cuyo comportamiento es modelado por alguna técnica apro-
piada (como por ejemplo, el método de elementos finitos). Del sistema estructural se identifican
nx variables que se caracterizan como variables aleatorias. Estas últimas, se agrupan en el vector
xxx asociado a una función de distribución fX(xxx,θθθ), donde θθθ es un vector de dimensión nθ × 1,
que toma en cuenta los parámetros de distribución.
Debido a condiciones de diseño u operación, se desea controlar una respuesta estructural r(xxx)
ante un umbral preestablecido b. En el ámbito de confiabilidad estructural, tal condición hace
referencia a una función de desempeño g(xxx) [7].

g(xxx) = b− r(xxx) (1)

La función de desempeño g puede tomar valores menores o iguales a cero cada vez que la
respuesta estructural exceda o alcance el umbral b (y mayor que cero en caso contrario). Es
importante notar que en el contexto del espacio físico, la función de desempeño g depende
directamente de las variables del sistema estructural xxx, mientras que la función de densidad de
probabilidad depende de xxx y de los parámetros de distribución θθθ . También es importante que
la ecuación 1 evalúa la condición del valor umbral para una respuesta estructural. No obstante,
es posible considerar múltiples respuestas estructurales (en consecuencia, variados criterios de
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falla).
Tomando en cuenta las definiciones anteriores, la probabilidad de falla (PF ), se define como la
integral de la función de densidad de probabilidad fX(xxx,θθθ) sobre las realizaciones del vector xxx
que ocasionen una respuesta estructural indeseada (de manera que la función de desempeño es
menor o igual a cero).

PF =
�

x∈Rnx
I(xxx) fX(xxx,θθθ)dxxx (2)

En la ecuación anterior, I(xxx) es la función indicatriz que se define como:

I(xxx) =
�

1 si g(xxx)≤ 0
0 si g(xxx)> 0 (3)

donde g(xxx)> 0 define la región segura de desempeño estructural, mientras que g(xxx)≤ 0 define
lo contrario.
El cálculo de la probabilidad de falla posee dos dificultades. Primero, la dimensión nx del vec-
tor de variables aleatorias puede ser alto (del orden de cientos o miles). Segundo, la función de
desempeño se evalúa utilizando el modelo de elementos finitos para cada realización (lo cual
puede demandar un gran esfuerzo computacional). Es por ello que técnicas de simulación ba-
sadas en el método Monte Carlo, surgen como una alternativa para evaluar la probabilidad de
falla [6].
La ecuación 2, al ser analizada, evidencia que el valor que asume la probabilidad de falla puede
variar en función del vector de parámetro de distribución de probabilidad θθθ . Una manera de
cuantificar la sensibilidad de PF es calculando su derivada respecto a θθθ [8].

∂PF

∂θi
=

�

x∈Rnx
I(xxx)

∂ fX(xxx,θθθ)
∂θi

dxxx (4)

Los desafíos relacionado con el cálculo de la ecuación 4 son similares a los asociados a la
ecuación 2.

3. MÉTODO MONTE CARLO

Monte Carlo es un método de simulación, que debido a su simpleza y robustez, es utilizado en
distintas áreas de la ciencia e ingeniería. En el ámbito del análisis de confiabilidad y sensibilidad
de la probabilidad de falla respecto de los parámetros de distribución, ha sido estudiado en
variadas ocasiones (como por ejemplo en [4, 8]). La base del método Monte Carlo consiste
en generar N realizaciones independientes del vector de variables aleatorias xxx( j), j = 1, . . . ,N
en el espacio físico, distribuidas según fX(xxx,θθθ). Luego la probabilidad de la ecuación 2 es
aproximada mediante la siguiente expresión.

PF ≈ 1
N

N

∑
j=1

I(xxx( j)), xxx( j) ∼ fX(xxx,θθθ), j = 1, . . . ,N (5)

Si se desea estimar probabilidades de falla muy pequeñas (que son las de importancia en inge-
niería) aplicando la ecuación 5 con suficiente precisión, es necesario generar un gran número
de simulaciones (proporcional a 1/PF ). Esto puede ser muy demandante del punto de vista
númerico, ya que exige realizar una gran cantidad de análisis utilizando el modelo estructural
empleado.
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El estimador de la probabilidad generado mediante el método Monte Carlo está afecto a varia-
bilidad. El efecto de dicha variabilidad se atenúa a medida que se genera un mayor número de
muestras. Para decidir qué número de muestras es apropiado para estimar una probabilidad, se
calcula el coeficiente de variación del estimador, tal como se indica en [9]. Habitualmente, se
considera que un estimador es confiable si su coeficiente de variación es cercano o inferior al
10%.
El método Monte Carlo también puede ser utilizado para calcular la sensibilidad de la probabi-
lidad de falla. Para ello considere la siguiente forma alternativa de expresar la ecuación 4.

∂PF

∂θi
=

�

x∈Rnx
I(xxx)hi(xxx,θθθ) fX(xxx,θθθ)dxxx (6)

Donde, hi(xxx,θθθ) es el cociente entre la derivada de la función de densidad de probabilidad res-
pecto al i-ésimo parámetro de distribución y la función de densidad de probabilidad.

hi(xxx,θθθ) =
∂ fX(xxx,θθθ)

∂θi

1
fX(xxx,θθθ)

(7)

Luego, aplicando el método Monte Carlo, la sensibilidad puede ser estimada por medio de:

∂PF

∂θi
≈ 1

N

N

∑
j=1

I(xxx( j))hi(xxx,θθθ), xxx( j) ∼ f (xxx,θθθ), j = 1, . . . ,N, i = 1, . . . ,nθ (8)

Una ventaja en el estimador de la sensibilidad de la ecuación 8, es que no requiere evaluar el
modelo estructural nuevamente. Esto se debe a que utiliza las mismas muestras generadas para
estimar la probabilidad de falla como para el enálisis de sensibilidad. Es decir, la estimación de
sensibilidad se puede interpretar como una etapa de post-procesamiento.

4. MÉTODO LINE SAMPLING: ESTIMACIÓN DE PROBABILIDAD DE FALLA

Line Sampling es una técnica de simulación que permite estimar probabilidades de falla pe-
queñas con eficiencia y precisión. No obstante, requiere proyectar las variables aleatorias desde
el espacio físico de probabilidades al normal estándar. Dicha proyección debe cumplir con la
relación x = T (zzz,θθθ), donde T (·) es el modelo de transformación y zzz es el vector de variables
aleatorias normal estándar (de igual dimensión que xxx). Lo anterior demanda emplear un proce-
dimiento adecuado, como lo puede ser, el modelo de Nataf [10].
El siguiente paso al utilizar la técnica de simulación Line Sampling, es determinar la denomi-
nada dirección importante (la cual se indica en la presente contribución como ααα). El vector
unitario ααα , apunta al conjunto de realizaciones de zzz que ocasionen falla (es decir, en dirección
g(zzz,θθθ) ≤ 0). Existen diferentes formas de calcular ααα [6]. Sin embargo, la forma más sencilla
de calcular ααα es utilizando el negativo del gradiente de la función de desempeño en el origen
del espacio normal estándar:

ααα =− ∇zg(T (000|θθθ))
||∇zg(T (000|θθθ))||

(9)

Donde || · || indica la norma Euclidiana. Una vez que la dirección importante ha sido identificada,
se introduce una transformación de coordenadas de la forma siguiente.

zzz = αααz�+RRRzzz⊥ (10)
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En el cual z� es una coordenada paralela a ααα , zzz⊥ es un vector de dimensión (nx − 1)× 1 que
representa un conjunto de (nx − 1) coordenadas perpendiculares a ααα y RRR es una matriz de
rotación de coordenadas con dimensión nx × (nx − 1). En la figura 1 se ilustra un esquema
en dos dimensiones de la dirección importante y la rotación de coordenadas.

z1

z2

α

z⊥,(1)

z⊥,(2)
z⊥,(3)

c(1)

c(2)

c(3)

g(T (z,θ )) < 0g(T (z,θ)) > 0

g(T (z,θ)) = 0

Figura 1: Ilustración esquemática de la técnica Line Sampling

Tomando en cuenta la rotación de coordenadas propuesta en la ecuación 10 y considerando
que la función de densidad de probabilidad normal estándar posee simetría radial, es posible
expresar la integral de probabilidad de la ecuación 2 como:

pF =
�

zzz⊥∈Rnx−1

�

z�∈R

I (zzz,θθθ) fZ�

�
z�
�

fZ⊥

�
zzz⊥

�
dz�dzzz⊥ (11)

En la expresión anterior, fz� y fzzz⊥ son distribuciones normales estándar independientes, de di-
mensión 1 y (nx−1) respectivamente. Con el fin de estimar la integral anterior, es posible gene-
rar muestras del vector zzz⊥ utilizando la técnica de simulación Monte Carlo. Al haber efectuado
el muestreo de zzz⊥, queda por resolver una integral unidimensional de la función de densidad
de probabilidad paralela a ααα sobre los valores de z�, tal que g(zzz,θθθ) ≤ 0. La integral resultante
representa en realidad la función de probabilidad acumulada normal estándar (Φ(·)) evaluada
en ciertos puntos, es decir:

pF ≈ 1
N

N

∑
j=1




∞�

c( j)

fZ�

�
z�
�

dz�


=

1
N

N

∑
j=1

Φ
�
−c( j)

�
(12)

Los puntos en donde se evalúa (Φ(·)) corresponden a la distancias entre las muestras del vec-
tor zzz⊥,( j) y el dominio de falla. Tales puntos se denominan como c( j) y verifican la condición
g(zzz,θθθ) = 0. Una representación esquemática de la distancia c( j) se ilustra en la figura 1 para
tres muestras distintas.
De la descripción anterior, es posible observar que el concepto básico tras Line Sampling es
aplicar la técnica de simulación Monte Carlo en un espacio de (nx −1) dimensiones perpendi-
culares a ααα e integrar en la dimensión restante z�.

5. MÉTODO LINE SAMPLING: ESTIMACIÓN DE SENSIBILIDAD

La técnica de simulación Line Sampling originalmente fue diseñada con el propósito de estimar
la confiabilidad estructural. Aun así, es posible aplicar esta metodología para estimar la sensibi-
lidad de la probabilidad de falla. Con este fin, se considera la ecuación 2 expresada en términos
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del vector de variables normal estádar zzz.

PF =
�

zzz∈g(zzz,θθθ)≤0
fZ(zzz)dzzz (13)

La ecuación anterior señala que la función de densidad de probabilidad no depende de los
parámetros de distribución θθθ , relacionados a las variables aleatorias xxx del fenomeno físico. En
cambio y a diferencia de la ecuación 2 inicial, la función de desempeño g depende de θθθ . Esto
quiere decir que en el espacio normal estándar, un cambio en los parámetros de distribución
genera una variación del dominio de integración y no del argumento de la integral. Por lo tanto,
para calcular la sensibilidad, se aplica la regla de integración de Leibniz [2] sobre la ecuación
anterior, lo que deriva en la siguiente expresión:

∂PF

∂θi
=

�

g(zzz,θθθ)=0
fZ(zzz)vvv ·nnndsss (14)

La ecuación 14 considera una integral sobre el borde de la región de falla (g((αααc( j)+RRRzzz⊥,( j)),θθθ)=
0), midiendo el cambio vvv sobre un elemento infinitesimal dsss; vvv es la razón de cambio de un punto
ubicado en el borde de la región de falla respecto de una perturbación del parámetro de distri-
bución θi y nnn es el vector normal al elemento infinitesimal de superficie dsss. Debe tomarse en
cuenta que el vector vvv puede ser evaluado analíticamente en algunos casos (v. gr. distribuciones
de densidad Gaussianas o Lognormal).
La ecuación 14 es la raíz del análisis de sensibilidad, de la cual se derivan dos estrategias para
estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla, detalladas a continuación.

Método de integración unidimensional (E1I)

La primera estrategia resulta al aplicar el teorema de la divergencia, junto con la rotación de
coordenadas de la ecuación 10 y considerando que la función de densidad normal estándar
posee simetría radial. Con lo anterior, es posible expresar la integral de la ecuación 14 como:

∂PF

∂θi
=

�

zzz⊥∈Rn

�

z||∈R
I(zzz,θθθ) fZ||(z||) [zzz · vvv+div(vvv)] fZ⊥(zzz⊥)dz||dzzz⊥ (15)

En la ecuación anterior, ∇z f (zzz) es el gradiente de la función de densidad de probabilidad normal
estándar respecto al vector zzz; div(vvv) es la divergencia de vvv sobre los puntos pertenecientes al
contorno de falla, es decir:

div(vvv) = ∇z ·
�

∂ zzz
∂θi

�
, zzz ∈ Ωz, Ωz = {z ∈ Rnz : g(zzz,θθθ) = 0} (16)

Utilizando las muestras de zzz⊥ generados al aplicar Line Sampling, es posible estimar la sensi-
bilidad como:

∂PF

∂θi
≈ 1

N

N

∑
j=1

�� ∞

c( j)
fZ||(z||)

��
αααz�+RRRzzz⊥,( j)

�
· vvv+div(vvv)

�
dz||

�
(17)

Si bien la integral de la ecuación 17 no puede ser determinada analíticamente, si puede ser eva-
luada de manera muy eficiente a través de una cuadratura numérica unidimensional apropiada.

Método del gradiente de la función de desempeño (E2C)

La segunda estrategia surge al definir el vector normal nnn en función del gradiente de la función
de desempeño. Por lo que al considerar la rotación de coordenadas de la ecuación 10, resulta la
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siguiente expresión:
∂PF

∂θi
=

�

g(zzz,θθθ)=0
fZ(zzz)

∇zg(zzz,θθθ) · vvv
|∇zg(zzz,θθθ) ·ααα|dzzz⊥ (18)

Donde | · | denota valor absoluto. Las muestras zzz⊥ generados con Line Sampling permiten esti-
mar la sensibilidad de la ecuación anterior de la forma:

∂PF

∂θi
≈ 1

N

N

∑
j=1

fZ(c( j))
∇zg

��
αααc( j) +RRRzzz⊥,( j)

�
,θθθ

�
· vvv

|∇zg
��

αααc( j) +RRRzzz⊥,( j)
�
,θθθ

�
·ααα| (19)

Para evaluar la ecuación 19, se utilizan los valores de zzz⊥,( j) y c( j) generados al aplicar Line
Sampling. De manera adicional, se requiere evaluar el gradiente de la función de desempeño.
Las expresiones obtenidas, en ambas estrategias, no requieren de análisis estructural adicional
(solo es requerido para determinar la distancia c( j)). En conclusión, los estimadores de sen-
sibilidad propuestos en las ecuaciones 17 y 19 pueden ser calculados utilizando las mismas
muestras y distancias c( j), j = 1, . . . ,N, generadas para evaluar la probabilidad de falla median-
te Line Sampling sin incurrir en análisis estructurales adicionales. Es decir, ambos estimadores
propuestos pueden ser interpretados como una etapa de post-procesamiento de Line Sampling.

6. EJEMPLO

La aplicación de las estrategias propuestas, se estudia en un problema sencillo de confiabili-
dad estructural. Este problema se basa parcialmente en un caso estudiado en [11]. El problema
consiste en una zapata circular de diámetro 2 [m] que ejerce presión sobre una capa elástica de
suelo arenoso de 9 [m] de espesor que descansa sobre un sustrato rocoso (infinitamente rígido).
Tres de las variables del sistema se consideran inciertas: el módulo de Young (E), la razón de
Poisson (ν) de la capa de suelo y la carga distribuida (q) que soporta la zapata. Las tres va-
riables se modelan como variables aleatorias caracterizadas mediante distribuciones normales
con valor esperado igual a µE = 105 [kN/m2], µν =0.35 y µq = 64 [kN/m2], respectivamente.
Además se considera un coeficiente de variación de 5% para el caso del ν y para los casos de
E y q se utiliza un coeficiente de variación de 10% . El objetivo de este problema es determi-
nar la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los valores esperados de las variables
inciertas del sistema. Por tanto, la función de desempeño (asociada al evento de falla) controla
que el desplazamiento vertical bajo el centro de la zapata (δ ) no exceda un umbral de 2 [mm].
La figura 2 ilustra un esquema del problema.

Para resolver el problema estructural, se utiliza el método de elementos finitos, generando un
modelo que involucra 252 elementos tipo membrana de 8 nodos axisimétrico (que aprovecha la
simetría radial del problema). Para resolver el problema de confiabilidad estructural y su sensi-
bilidad, se aplica tanto el método Monte Carlo con N = 1×106 muestras como Line Sampling
con N = 1000 muestras. En el caso particular de Line Sampling, por cada muestra (línea) se rea-
lizan 5 análisis estructurales para encontrar la distancia c( j), j = 1, . . . ,1000, por lo que en total
se requieren 5000 análisis estructurales. Mediante la aplicación de las técnicas antes descritas,
se determina que la probabilidad de falla es pF ≈ 3×10−4. Los resultados de la sensibilidad de
la probabilidad de falla respecto a los valores esperados µE , µν y µq se ilustran en la tabla 1 y
figura 3.Los resultados obtenidos mediante las distintas técnicas son comparables. No obstante, la estra-
tegia E2C produce –en promedio– resultados con menor coeficiente de variación. Por otro lado,
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Roca

Arena

Zapata

9 [m]

q

E, νδ

Figura 2: Ilustración esquemática de zapata circular sobre capa de suelo arenosa (vista en planta)

Método ∂PF
∂ µE

Cv

�
∂PF
∂ µE

�
% ∂PF

∂ µν
Cv

�
∂PF
∂ µν

�
% ∂PF

∂ µq
Cv

�
∂PF
∂ µq

�
%

Monte Carlo -1.02e-07 5.6 -0.0069 14.8 9.8e-05 6.0
Line Sampling (E1I) -9.93e-08 4.8 -0.0071 13.4 9.5e-05 2.6
Line Sampling (E2C) -1.00e-07 3.5 -0.0074 3.5 9.5e-05 3.5

Tabla 1: Estimación de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los valores esperados de las variables
del ejemplo.
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Figura 3: Evolución del estimador de sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de µE , µν y µq utilizando
la técnica de simulación Line Sampling para las dos estrategias propuestas: Método de integración unidimensio-
nal(E1I) y método del gradiente de la función de desempeño (E2C). Además se muestran los resultados obtenidos
con Monte Carlo (MCS).

los resultados poseen una interpretación física clara: al aumentar µE o µν , el sistema se rigidiza,
por lo que disminuyen los desplazamientos y también la probabilidad de falla; por el contrario,
al aumentar µq, el desplazamiento aumenta y la probabilidad de falla tiende a aumentar.
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7. CONCLUSIONES

Los resultados presentados en esta contribución demuestran que la técnica de simulación Line
Sampling puede ser aplicada para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla. También,
Line Sampling prueba ser más eficiente, ya que produce estimadores precisos con un número
reducido de muestras en comparación a la simulación de Monte Carlo.
No existen mayores diferencias en los resultados de ambas estrategias para estimar la sensibili-
dad. Aún así, el método de integración unidimensional puede ser preferible al del gradiente de
la función de desempeño, por lo complejo que puede ser determinar el gradiente.
En general, la estimación de la sensibilidad puede ser interpretada como una etapa de post-
procesamiento de la información generada para estimar la probabilidad de falla, sin requerir
análisis estructurales adicionales.
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RESUMEN

El propósito de este estudio es mostrar un ejemplo aplicado con CFD para cuantificar y
analizar la eficiencia del sistema de depuración de aire que se diseña, construye y ensaya
a partir de simulaciones CFD y pruebas experimentales. El sistema de filtrado consiste en
el ingreso de aire a la tobera sumergida con partículas de polvo a la cámara de agua
utilizando un ventilador en modo extracción. Este estudio comienza con la realización de
diseños computacionales de la cámara de agua y de la tobera sumergida por la cual entra
el aire contaminado con diferentes tipos de difusores los cuales se simulan a través de
Dinámica de Fluidos Computacional. Estas sucesivas simulaciones permiten definir un
diseño definitivo. Luego de varios diseños computacionales y pruebas experimentales se
obtiene un diseño final. La utilización de un difusor de burbujas permite que el material
particulado  presente  en  el  aire  sea  atrapado  en  la  interfaz  agua–  aire,  con  lo  que
finalmente se consigue retener el material en el agua y por consiguiente liberar el aire
limpio hacia el exterior. El material que se utiliza en las pruebas experimentales tiene un
tamaño de partícula menor a 38 micrones y la eficiencia del sistema supera el 97%.  

1. INTRODUCCIÓN

El polvo puede ocasionar problemas ambientales en procesos industriales,  de salud e
incluso afectar a la vida útil y eficiencia de los equipos y los procedimientos mismos de
la industria. En la actualidad existen variados métodos que permiten la limpieza del aire
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contaminado,  pero  se  limitan  a  un  rango  específico  de  tamaños  para  los  sólidos  en
suspensión o pueden ser muy costosos si se requiere un mayor grado de eficiencia.
En particular,  las actividades mineras generan y difunden en el  aire  las partículas de
aerosol provenientes de la desintegración, impacto o fractura en procesos de chancado,
molienda, clasificación, manejo o transporte de material. 
Para la selección del equipo recolector de polvo más apropiado a la situación problema,
se  deben  considerar  factores  como  propiedades  físicas  y  químicas  de  las  partículas,
concentración y densidad de las partículas,  temperatura y presión del  flujo de gases,
humedad, características corrosivas o de solubilidad del polvo a tratar y la eficiencia del
equipo y en qué tamaño de partículas opera este. En el presente estudio se emplea polvo
de roca tipo arenisca para hacer las pruebas.
De acuerdo con Ubilla [1] y Escoda [2], dentro de los principales equipos industriales
utilizados para filtrar material particulado, los más económicos y simples de operar y
mantener  para  tamaños  de  partículas  superiores  a  50  m,  son  los  separadores  por
gravedad como las cámaras de sedimentación, seguidos por los separadores por fuerzas
de inercia y gravedad entre las cuales se encuentran las cámaras de choque, los ciclones y
los  multiciclones.  Luego,  para  tamaños  menores  de partículas  están  los  equipos  más
complejos  y  de  mayor  inversión,  tales  como  los  filtros  de  tela,  que  requieren  una
mantención periódica de limpieza y cambio de filtros; los precipitadores electrostáticos
para  materiales  con  humedad  y/o  corrosivos,  con  una  alta  inversión  y  consumo  de
corriente eléctrica y los colectores húmedos o scrubbers que funcionan con agua para la
recolección de partículas. Los burbujeadores surgen como una alternativa relativamente
económica  para  limpiar  fracciones  finas  de  material,  pero  requieren  de  un  diseño
especializado de acuerdo a la naturaleza de la partícula a tratar. Este estudio se enfoca en
material particulado fino de origen mineral tales como polvo de roca en tamaños entre
38-1.0m.

2. DISEÑO DE LA CÁMARA 

2.1 SIMULACION CFD DE CAMARA DE AGUA

El presente estudio parte desde un diseño de la cámara de agua realizado por Ormeño [3],
donde se determinaron las dimensiones del prototipo y la estructura principal para su
manipulación y operación en laboratorio. Este diseño se sometió a simulaciones CFD, las
que sirven como base para trabajos posteriores y fueron realizadas tanto en 2D como en
3D. Contaba con una estructura básica, con el ingreso del flujo de aire directo al volumen
de agua contenido  en  la  cámara  (Figura1).  Posteriormente,  se  realiza  un  estudio  [4]
donde se materializa la construcción de la cámara con las medidas indicadas previamente
(Figura  2).  Aquí  se  realizan  pruebas  de  laboratorio  y  se  busca  la  mejor  manera  de
capturar el material en el agua. Para esto se implementa un sistema de burbujeo a la
salida del flujo de aire. Este burbujeo se genera gracias al posicionamiento de 70 tubos de
5.0 mm de diámetro cada uno, ubicados en la tubería por donde entra el aire a la cámara
de agua. Luego de un análisis sobre la ubicación de la salida del aire con respecto a la
superficie  del  agua  y la  cantidad de burbujas  y tamaño de estas  se  realizan pruebas
introduciendo  aire  con  una  concentración  de  material  particulado.  El  tamaño  de  las
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partículas  del  material  utilizado es  bajo  800  m hasta  38  m, lo que corresponde a
tamaños de arena gruesa a muy fina según la clasificación USDA. En base a los buenos
resultados experimentales se decide emprender un nuevo estudio, ahora con un diseño
más elaborado en lo relacionado a la formación de burbujas.

Figura 1: Vista en perfil de fases agua y aire para simulación de filtrado [3].

Figura 2: Diseño sin difusor y simulación de diseño sin difusor (vista lateral).
Posteriormente,  en  el  trabajo realizado por  Sánchez  [5]  se  estableció que  una de las
premisas del diseño es que la parte inferior del burbujeador debe quedar abierta para
evitar la acumulación de material  particulado en el recipiente. Con esto se realiza un
Diseño Sin Difusor, el que cuenta con una tubería con un codo en 90°en su extremo, por
donde entra el aire a la cámara. A partir de los resultados entregados en la simulación, se
observa que en un comienzo se forma una gran burbuja y que luego el flujo de aire se
distribuye de manera vertical, lo que hace que las partículas de polvo interactúen muy
poco con la superficie del agua (ver Figura 2). El siguiente diseño consiste en un Difusor
con Perforaciones de tamaño gradual y tubería cortada por la mitad (ver Figura 3), que
cuenta con perforaciones entre 1,5mm y 5mm distribuidas de manera gradual.
En los resultados entregados por la simulación se observa una mala retención del aire al
interior del difusor, evidenciando fugas de aire por los costados del difusor. Un tamaño
grande de burbuja favorece la coalescencia de las burbujas formado burbujas de mayor
tamaño,  con lo  cual la  relación de superficie  versus volumen de material  particulado
disminuye. También se observa, una vez estabilizado el flujo de aire, que las burbujas se
generan principalmente en el extremo inicial del difusor. Por estas razones se diseña un
nuevo difusor que cuenta con más perforaciones y con un mayor volumen para contener
el aire.
El siguiente diseño corresponde a un Difusor con Perforaciones de tamaño gradual y
tubería cortada un tercio inferior, que cuenta con más perforaciones y un mayor volumen
para contener el aire. Este mayor volumen se debe a que el corte en la parte inferior de la
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tubería es un tercio, a diferencia del caso anterior en que la tubería es cortada por la
mitad.  Se  observa  que  el  aire  sale  principalmente  por  las  primeras  líneas  de
perforaciones, al igual que en el caso anterior (ver Figura 4).

Figura 3: Diseño difusor y simulaciones con tubería cortada por la mitad y con
perforaciones de diferentes tamaños (vista lateral).

Figura 4: Diseño difusor y simulaciones con tubería cortada un tercio y con
perforaciones de diferentes tamaños (vista lateral).

Como diseños de Difusor tipo Cilíndrico se trabajó con un último diseño con un menor
número de perforaciones pero distribuidas en forma homogénea de 1,5mm (distanciadas
a 1cm) y tubería cortada un tercio. Se observa una mejor distribución del aire al interior
del difusor, lo que permite que se generen burbujas en prácticamente la totalidad de la
extensión del difusor (Figura 5). Además, se observa que al haber menos perforaciones y
de  un menor  tamaño,  el  aire  se  acumula  bajo  del  difusor  evidenciando que  se  debe
aumentar la capacidad de retención de aire del difusor y así evitar posibles fugas de aire
con material particulado por los costados del difusor. Con esto se asegura que gran parte
del flujo pase por la placa o superficie perforada, generando la cantidad de burbujas y del
tamaño deseado.

Figura 5: Diseño difusor con tubería cortada un tercio y con perforaciones de igual tamaño
(vista lateral).

Finalmente, se realiza un Diseño de Difusor Rectangular bajo la premisa que mientras
más  pequeñas  las  burbujas  hay  una  mayor  superficie  de  contacto  aire-agua,  lo  que
aumenta las probabilidades de que el polvo quede retenido en la fase acuosa. Por otra
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parte, se observa, tanto en las simulaciones como experimentalmente, que los difusores
cilíndricos no presentan una distribución homogénea del aire en su interior, por lo que no
se aprovecha al máximo la superficie perforada. Es por esto que el diseño final cuenta
con  sus  perforaciones  de  1,5mm,  pues  con  tamaños  menores  se  corre  el  riesgo  que
generar  obturaciones  o  acreciones  en  torno  a  los  orificios  que  terminen  tapando  el
sistema. Además, un generador de burbujas se torna más eficiente operando en rango de
tamaños de burbuja de 0.5-2.0 mm [6]. 

Figura 6: Diseño difusor rectangular y con perforaciones de igual tamaño (vista lateral).
Se diseña el difusor más pequeño que las dimensiones de la cámara para provocar que se
formen corrientes al interior del agua con el propósito de que estas puedan limpiar la
superficie perforada del difusor y así evitar que se tapen las perforaciones con el material
que se filtrará.

2.2 SIMULACIÓN DEL DISEÑO FINAL 

2.2.1 Diseño y mallado

Para reducir el tiempo de cálculo, se opta por realizar la simulación con la mitad de la
cámara,  lo  que  implica  un  número  menor  de  celdas  que  componen  el  mallado.
Posteriormente,  se  puede  reconstruir  la  cámara  mediante  una  función  “espejo”  para
visualizar los fenómenos presentes de mejor manera.  
Para proceder a realizar el mallado, la cámara es dividida en bloques para generar un
mallado con tamaños de celda diferenciado, donde en las zonas de mayor interés son de
menor tamaño. En este caso la zona de mayor interés es la parte superior del difusor,
donde se encuentra el flujo de burbujas. Es por esto que esta zona presenta un mallado
con celdas menores a 5.0 mm de lado del tipo cúbico y tetraédrico, mientras que el resto
de la estructura presenta un mallado con celdas iguales o menores a 10 mm. En las
paredes, tanto de la cámara como de las tuberías, se genera un mallado de capa límite.
Las condiciones de borde son velocidad de salida y presión de entrada, que son utilizadas
al configurar los parámetros de la simulación. En la mitad de la geometría se emplea la
condición Symmetry. El mallado está compuesto por 3.329.332 celdas y 635.634 nodos
(ver Figura 7).
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Figura 7: Mallado de la cámara.

2.2.2 Simulación y resultados

La simulación se realiza en un clúster del Departamento de Ingeniería en Minas de la
Universidad de Santiago de Chile, el cual cuenta con 8 computadores enlazados a un
servidor. Esto permite que la simulación se realice en paralelo, ocupando la cantidad de
computadores que se estime conveniente para procesar los cálculos de la simulación. El
software  utilizado  es  una  versión  académica  de  Ansys  Fluent  15.  Los  principales
parámetros utilizados para la simulación se muestran en la Tabla 1 [6, 7, 8].

Formulación Transiente
Modelo multifásico aire agua VOF
Modelo turbulencia k-epsilon Realizable
Gravedad -9.8 m/s2

Esquema Implícito
Velocidad entrada (modo extracción) -1,5 m/s
Presión de entrada (manométrica) 0.0 Pa
Esquema de acoplamiento Presión-Velocidad SIMPLEC
Discretización espacial para la Presión BODY FORCE WIGHTED
Discretización espacial para el Momentum SECOND ORDER UPWIND
Discretización espacial fracción de volumen MODIFIED HRIC
Formulación transiente BOUNDED SECOND ORDER IMPLICIT

Tabla 1: Parámetros que definen la simulación.
Finalmente, se define el tamaño del paso temporal en 0,0005 segundos, el número de
pasos temporales en 3000 pasos, y el número de iteraciones por paso temporal en 50.
Con  los  resultados  entregados  una  vez  finalizada  la  simulación,  es  posible  realizar
perfiles para identificar las fases y de velocidad. Además, se pueden generar perfiles de
vectores de velocidad, los que permiten visualizar la dirección del flujo y los fenómenos
turbulentos. En la Figura 8 se observa un perfil de vectores de velocidad en un plano que
corta la cámara y la tubería de alimentación, en los cuales se reflejan las direcciones de
las  corrientes  formadas.  Se  logra  apreciar  una  corriente  en  sentido  horario  que  se
desplaza por debajo del difusor y que luego sube entre la pared de la cámara y la pared
del difusor. Debido a que se encuentra el flujo de burbujas sobre la placa perforada, no se
logra apreciar  el  comportamiento de esta  corriente  en esta  zona.  Se deduce que esta
corriente, en conjunto a la turbulencia generada en la zona de burbujeo, aporta a que no
se  deposite  material  sobre  la  placa  y  con esto  evitar  que  se  tapen  los  orificios  con
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material. En la Figura 8 se muestran los vectores de velocidad en vista frontal y lateral
que muestran el sentido de circulación del flujo.

Figura 8: a) Vectores velocidad difusor cuadrado (plano 1). b) Zoom zona del difusor.

3. PRUEBAS EXPERIMENTALES
3.1 PRUEBAS EXPERIMENTALES DE DISEÑO
Las  geometrías  simuladas  fueron  construidas  paralelamente  con  las  simulaciones  y
testeadas para evaluar la generación de burbujas, su tamaño, coalescencia y la capacidad
para procesar el máximo caudal. Las pruebas fueron realizadas en una cámara de vidrio
de  5mm de espesor,  con dimensiones  de  30  cm x 30 cm x  40 cm.  Para  facilitar  el
transporte y evitar daños durante la manipulación, se alberga en una estructura de fierro
con manillas y cuenta con una tapa de aluminio compuesto con bordes de espuma de alta
densidad, cuyas zonas de contacto fueron selladas para evitar filtraciones. 
El procedimiento experimental se inicia con la obtención de los datos necesarios para
caracterizar la operación del ventilador (velocidad del flujo, caudal, voltaje, intensidad de
corriente,  potencia  eléctrica  e  hidráulica  y  eficiencia).  Las  Figuras  9  y  10  muestran
pruebas experimentales realizadas con difusor  de media tubería  con perforaciones  de
5mm, 3mm, 1.5 y 1.5 con barrera de contención de aire, variando el caudal en cada una
de ellas.

Figura 9: Pruebas con difusor tubería con perforaciones de 5mm (izq.) y 3mm (der).

174



 

Figura 10: Pruebas con difusor tubería con perforaciones de 1,5mm (izq.) y 1,5mm con
barrera de contención de aire (der).

3.2 PRUEBAS EXPERIMENTALES DISEÑO FINAL
Para las pruebas experimentales del diseño final se prepara y caracteriza el material a
emplear tamizado bajo 38 mm para evaluar el proceso de filtrado. A continuación, se
determinan  las  condiciones  de  la  alimentación  del  material  al  sistema  (g/m3).
Posteriormente,  se  procede  a  operar  el  sistema  de  filtrado  con  las  variantes
correspondientes  para  cada  prueba.  El  material  es  alimentado  mediante  un  tornillo
alimentador  que  opera  en  forma  continua.  Finalmente,  se  realiza  un  muestreo  de  la
suspensión obtenida, con el fin de determinar la cantidad y distribución granulométrica
del material retenido en el agua. En la Figura 11 (izquierda) se muestra el esquema del
montaje  experimental.  El  sistema  de  filtrado  presenta  una  buena  efectividad  en  la
retención de partículas inferiores a 38 µm en rangos de 12 – 15 µm, 8 – 12 µm y 1 – 2
µm. Para la caracterización se utilizan filtros tipo Whatman. En las pruebas realizadas a
diferentes caudales se obtienen efectividades de 97,63% para un caudal de 0,0231 m3/s,
99,09% para  0,0112  m3/s  y  99,13% para  0,0173 m3/s.  En la  Figura  11  (derecha)  se
muestra la cámara burbujeadora para los caudales estudiados. 

Figura 11: Diseño montaje experimental (izq.) y Pruebas de burbujeo con caudal 0,0112
m3/s, 0,0173 m3/s y 0,0231 m3/s (derecha).

4. CONCLUSIONES
Se ha diseñado, modelado y ensayado experimentalmente una cámara de filtración por
burbujeo para material particulado fino, con una eficiencia de recolección superior a 97%
para rangos de tamaño entre 38 a 1.0m. Se muestra la evolución de los diseños que
permitieron mejorar gradualmente el diseño inicial para llegar a un diseño final con un
alto rendimiento de captura, para lo cual se empleó un programa de mecánica de fluidos
computacional que demostró ser una herramienta fundamental para el diseño. 
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RESUMEN

Esta contribución presenta un método numéricamente eficiente para realizar análisis estructural
difuso. El método propuesto se basa en dos conceptos. Por un lado, la respuesta estructural se
aproxima mediante un tipo especial de red neuronal de una sola capa conocida como Extreme
Learning Machine (ELM). Por otro lado, para generar las muestras que permiten entrenar la
ELM, se recurre a las técnicas de subestructuración y remuestro, con el objeto de reducir el
número de análisis completos requeridos del sistema. La aplicación del método propuesto se
estudia mediante el análisis de un modelo de elementos finitos.

1. INTRODUCCIÓN

Es inherente a la modelación de sistemas estructurales la existencia de incertidumbre con res-
pecto a los parámetros que definen un modelo. Esta ha sido cuantificada tradicionalmente a
través de métodos probabilísticos, donde las variables básicas se definen como aleatorias. Sin
embargo, en el último tiempo nuevos métodos para la cuantificación de incertidumbre han re-
cibido bastante atención [1]. En particular, el enfoque basado en lógica difusa constituye una
alternativa de creciente interés: requiere poca información y permite considerar apreciaciones
subjetivas, mediante la incorporación de funciones de pertenencia. Sin embargo, este enfoque
resulta numéricamente costoso, pues es necesario evaluar la respuesta del sistema estructural
de forma repetida. Una forma de enfrentar esta dificultad es mediante el ajuste de modelos
sustitutos, e.g. [2].
Las redes neuronales son un tipo de modelo sustituto que ha sido empleado en algunas apli-
caciones de análisis estructural [3, 4]. El ajuste de los parámetros de la red (entrenamiento)
se realiza tradicionalmente a través de métodos basados en gradiente. Un tipo especial de red
neuronal corresponde a la Extreme Learning Machine (ELM) [5], donde el entrenamiento con-
siste en un cálculo directo de un solo paso. En esta contribución, la ELM se emplea como una
herramienta para aproximar la respuesta de un sistema de manera eficiente desde el punto de
vista numérico. Esto permite identificar los parámetros de entrada que definen cada α-cut [6] de
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la función de pertenencia de la respuesta de interés. Una vez identificados los parámetros que
definen el α-cut, la respuesta de interés se evalúa de manera exacta.
En esta contribución, además, se presenta una forma eficiente de generar el conjunto de entre-
namiento de la ELM a través de los conceptos de subestructuración y remuestreo, la cual ha
sido propuesta en el contexto de la dinámica estructural estocástica [7].
El presente documento se estructura como sigue: en primer lugar, se formula el problema del
análisis difuso; luego, se describen los fundamentos de las ELM y una técnica eficiente para
generar el conjunto de datos de entrenamiento, que se basa en la aplicación de subestructura-
ción y remuestreo; después, se resume el método propuesto en esta contribución y se ilustra su
aplicación a un problema de flujo estacionario en un medio poroso; finalmente, se proponen
algunas conclusiones de este trabajo.

2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

2.1. Variables difusas

Considere una estructura lineal-elástica sometida a carga estática modelada mediante el método
de elementos finitos, en la cual se han considerado Np parámetros inciertos θi, i= 1, . . . ,Np, que
pueden estar asociados a las cargas y/o la estructura. La imprecisión en estos puede ser descrita
mediante el uso de conjuntos difusos, Θ̃i, para cada parámetro.
Un conjunto difuso es un par Θ̃i := (Θi,µΘ̃i

), donde Θi es un intervalo real y µΘ̃i
: Θi → [0,1] es

la denominada función de pertenencia. Para θi ∈ Θi, µΘ̃i
(θi) cuantifica el grado de pertenencia

del elemento θi al conjunto difuso Θ̃i. Esto último corresponde a la característica distintiva con
respecto a los conjuntos clásicos. Formalmente:

Θ̃i =
�
(θi, µθ̃i

(θi) : (θi ∈ Θi)∧ (µθ̃i
(θi) ∈ [0,1])

�
, i = 1, . . . ,Np (1)

2.2. Ecuación de equilibrio

Considere el modelo lineal-elástico en el caso estático. Si los parámetros difusos θi del modelo
se agrupan en el vector θθθ , la ecuación de equilibrio es:

K(θθθ)u(θθθ) = f(θθθ) (2)

donde K(θθθ) es la matriz de rigidez del sistema de tamaño n×n, u(θθθ) es el vector de respuesta
de tamaño n×1 y f(θθθ) es el vector de cargas de tamaño n×1. Note en (2) que la incertidumbre
presente en las propiedades estructurales y en las cargas se propaga al vector de respuesta,
siendo sus componentes también variables difusas.

2.3. Análisis estructural difuso

En el análisis difuso, es de interés determinar la función de pertenencia de alguna respuesta de
interés y de la estructura. Esta respuesta de interés puede involucrar, por ejemplo, desplazamien-
tos, esfuerzos, deformaciones, etc. Obtener una relación analítica entre la respuesta de interés y
y los parámetros inciertos resulta muy difícil. Por ello, la función de pertenencia de la respuesta
de interés, µỹ(y), se calcula de manera discreta a través de los denominados α-cuts, Θα

i .

Θα
i =

�
θi ∈ Θi : µΘ̃i

(θi)≥ α
�

con α ∈ (0,1] (3)
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En esta estrategia, para cada nivel de pertenencia α se determina el valor mínimo, yL
α , y el

máximo, yR
α , de la respuesta de interés. Esto se esquematiza en la Figura 1.

0

α

θ L
i,α θ R

i,α

θi

Análisis de intervalos
para cada α-cut

µΘ̃i
(θi)

1

α

yL
α yR

α

y0

1

µỹ(y)

Θα
i Y α

Figura 1: Esquematización de análisis estructural difuso.

Existen diversas técnicas para determinar el α-cut asociado a la respuesta de interés, entre ellas
aritmética de intervalos, métodos de muestreo (e.g. [8]) y método de optimización. En este
último, dado que Θα

i es convexo y que la respuesta de interés y es continua, entonces el α-cut
asociado a la respuesta de interés, Y α , está dado por la ecuación (4).

Y α =

�
mı́n

θi∈Θα
i

y(θθθ) , máx
θi∈Θα

i

y(θθθ)
�

(4)

3. EXTREME LEARNING MACHINE

3.1. Descripción

En el contexto de análisis estructural, se han empleado diversos tipos de técnicas de aprendizaje
artificial que permiten aproximar la respuesta de un sistema. En esta contribución se emplea un
tipo especial de red neuronal de una sola capa conocida como Extreme Learning Machine [5].
La filosofía fundamental de ella es que solo los pesos de la capa de salida (que se denotan como
βk) deben ajustarse, mientras que los parámetros de la capa de entrada (wki y bk) se escogen
aleatoriamente. Por lo tanto, el proceso de aprendizaje (determinación de los pesos βk) consiste
en un cálculo de un solo paso, evitándose la necesidad de métodos basados en gradiente que se
encuentran habitualmente en redes neuronales [3]. En la Figura 2 se puede apreciar un esquema
general de una ELM.

θθθ h(θθθ) yELM

wki, bk βk

Capa de
entrada

Capa de
salida

Capa
oculta

Figura 2: Esquematización de la Extreme Learning Machine (ELM) para regresión.

Acorde a lo anterior, la aproximación propuesta de la respuesta de interés, yELM , es:

yELM =
L

∑
k=1

βkhk(θθθ)+ y0 (5)
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Donde L es el tamaño de la capa oculta (número de neuronas), y0 es el valor de la respuesta
de interés que satisface µỸ (y

0) = 1, βk corresponden a los pesos de la capa de salida que de-
ben ajustarse, y hk es la función de activación (FA), que mapea θθθ a la k-ésima dimensión del
espacio generalizado. Existen diversas FA para distintas aplicaciones. En esta contribución se
considerarán funciones de tipo sigmoidal:

hk(θθθ) =
2

1+ exp
�

∑Np
i=1 wkiθi +bk

� −1 (6)

Se ha escogido esta función porque no necesita de una suposición de la relación existente entre
las cantidades involucradas. De acuerdo a [9], los parámetros wki y bk pueden ser generados
siguiendo cualquier distribución de probabilidad. Sin embargo, el intervalo desde donde se ob-
tienen estos parámetros puede afectar el desempeño de la ELM [10].

3.2. Algoritmo de aprendizaje

En la literatura existen diversos algoritmos de aprendizaje asociados a distintas aplicaciones de
las ELM [9]. En esta contribución, se emplea el esquema presentado en [5], donde los paráme-
tros βk se escogen resolviendo el siguiente problema de optimización no restringida:

mı́n
β1,...,βL

NT

∑
t=1

(yELM(θθθ t)− yt)
2 (7)

donde yt , t = 1, . . . ,NT representa la respuesta de interés, que ha sido calculada de manera exac-
ta (ver ecuación 2) para cada una de las muestras de los parámetros difusos θθθ t , t = 1, . . . ,NT .
Note que el conjunto (θθθ t ,yt) permite entrenar la ELM, con el objeto de completar el proceso
de aprendizaje y determinar el valor de los pesos de la capa de salida βββ = �β1, . . . ,βL�T . Puede
demostrarse que el valor óptimo de βββ está dado por:

βββ = H†Y (8)

donde Y = �y1, . . . ,yNT �T y H† es la inversa generalizada de Moore-Penrose de H; note que
H =

�
h(θθθ 1)

T , . . . , h(θθθ N)
T �T , con h(θθθ) = [h1(θθθ), . . . ,hL(θθθ)]T . Se ha escogido este algoritmo

de aprendizaje porque requiere menos influencia del analista en el modelo sustituto: solo debe
definir el tamaño de la capa oculta (L) y el tamaño de la muestra de entrenamiento (NT ).
Del algoritmo de aprendizaje descrito, se debe notar que la fase de calcular la respuesta exacta
asociada a las muestras de entrenamiento θθθ t , t = 1, . . . ,NT puede ser muy demandante desde el
punto de vista numérico, pues es necesario resolver la ecuación de equilibrio (ver ecuación 2) un
total de NT veces. En vista de esto, se discute en la sección siguiente un enfoque numéricamente
eficiente para calcular estas muestras de entrenamiento.

4. CÁLCULO EFICIENTE DE LAS MUESTRAS DE ENTRENAMIENTO

Una forma de disminuir el costo numérico asociado a la generación de muestras de entrena-
miento para la ELM consiste en aplicar los conceptos de subestructuración y remuestreo, tal
como se sugiere en [7]. Esta técnica es aplicable en aquellos casos en los que distintas partes
del modelo estructural dependen de distintos parámetros inciertos (o grupos de ellos). La idea
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básica es modelar el sistema utilizando subestructuración, tal que distintas subestructuras de-
penden de distintos grupos de parámetros difusos. Luego, para cada una de estas subestructuras,
se hacen análisis estructurales para distintas muestras de los parámetros difusos. En general, el
número de muestras a ser consideradas a nivel de cada subestructura es bastante pequeño. Fi-
nalmente, aplicando el concepto de remuestreo, es posible generar muestras de la estructura
completa combinando aleatoriamente las distintas subestructuras generadas previamente. De-
pendiendo del número de subestructuras existentes y el número de muestras asociadas a cada
una, es posible generar un número total de muestras de la respuesta estructural mucho mayor
que el número de subestructuras individuales analizadas, lo que indudablemente puede conlle-
var una reducción drástica de los costos numéricos asociados a la generación de muestras de
entrenamiento para la ELM.
A continuación, se describe en detalle el método de subestructuración así como la técnica de
remuestreo.

4.1. Subestructuración

Considere que el modelo estructural definido en la sección 2 es tal que cada variable difusa, θi,
afecta solo a la j-ésima subestructura, con j = 0, . . . ,Ns. Además, j = 0 denotará una eventual
parte de la estructura que no se ve afectada por parámetros difusos. Los parámetros que afectan
a la j-ésima subestructura se agrupan en el vector θθθ ( j), de forma tal que θθθ = [θθθ (1), . . . ,θθθ (Ns)].
Lo anterior se ejemplifica en la Figura 3 para Ns = 3 y Np = 7.

(1) (2)

Interfaz
(GL de Borde)

Subestructura (1) Subestructura (2)

θθθ (1) = [θ1,θ2]
θθθ (2) = [θ3,θ4,θ5]

(3) Subestructura (3)
θθθ (3) = [θ6,θ7]

Figura 3: Esquema de subestructuración para Ns = 3 y Np = 7.

Con el objeto de aprovechar esta característica del modelo estructural, se aplica el concepto de
subestructuración en conjunto con el de remuestreo. La ecuación de equilibrio para la j-ésima
subestructura se presenta en (9).

�
K( j)

B,B(θθθ
( j)) K( j)

B,I(θθθ
( j))

K( j)
I,B(θθθ

( j)) K( j)
I,I (θθθ

( j))

��
u( j)

B (θθθ)
u( j)

I (θθθ)

�
=

�
f( j)
B (θθθ ( j))

f( j)
I (θθθ ( j))

�
(9)

Donde el subíndice B indica grados de libertad (GL) de borde, i.e. que pertenecen a más de
una subestructura, mientras que el subíndice I indica GL internos, i.e. que solo pertenecen a la
j-éstima subestructura. Luego, es posible obtener la siguiente relación:

K̂( j)(θθθ ( j))u( j)
B (θθθ) = f̂( j)

(θθθ ( j)) (10)

donde K̂( j)(θθθ ( j)) es la matriz de rigidez y f̂( j)
(θθθ ( j)) es el vector de cargas de la j-ésima subes-

tructura, ambos condensados a los grados de libertad de borde.

K̂( j)(θθθ ( j)) = K( j)
B,B(θθθ

( j))−K( j)
B,I(θθθ

( j))
�

K( j)
I,I (θθθ

( j))
�−1

K( j)
I,B(θθθ

( j)) ; j = 0, . . . ,Ns (11)

f̂( j)
(θθθ ( j)) = f̂( j)

B (θθθ ( j))−K( j)
B,I(θθθ

( j))
�

K( j)
I,I (θθθ

( j))
�−1

f( j)
I (θθθ ( j)) ; j = 0, . . . ,Ns (12)

181



6

Para resolver la ecuación de equilibrio de la estructura completa, es necesario expresar los GL
de borde de las Ns subestructuras en términos de un único vector de desplazamientos uB(θθθ) de
tamaño nB ×1 a través de las matrices de transformación Booleanas T( j) , j = 0, . . . ,Ns , de tal
manera que: 




u(0)
B (θθθ)

...
u(Ns)

B (θθθ)





=




T(0)

...
T(Ns)


uB(θθθ) (13)

La ecuación de equilibrio asociada a los GL de borde de la estructura es:

K̂(θθθ)uB(θθθ) = f̂(θθθ) (14)

Donde:

K̂(θθθ) =
Ns

∑
j=0

�
T( j)

�T
K( j)(θθθ ( j))T( j) (15)

f̂(θθθ) =
Ns

∑
j=0

�
T( j)

�T
f̂( j)(θθθ ( j)) (16)

4.2. Remuestreo

Considere que para cada j-ésima subestructura del modelo se genera un conjunto de N( j)
A reali-

zaciones del vector de parámetros difusos correspondiente, ΘΘΘ( j)
∗ , como se muestra en (17). Las

subestructuras correspondientes se denominarán subestructuras de apoyo.

ΘΘΘ( j)
∗ =

�
θθθ ( j,1) , . . . ,θθθ ( j,s) , . . . ,θθθ ( j,N( j)

A )

�
(17)

Luego, cada muestra del conjunto de entrenamiento, θθθ t , se obtiene haciendo un muestreo alea-
torio de las subestructuras de apoyo de manera tal que θθθ t = [θθθ (1)

t , . . . , θθθ (Ns)
t ], donde θθθ ( j)

t ∈ ΘΘΘ( j)
∗ .

Luego, para cada subestructura y de acuerdo a las ecuaciones (11), (12), (15) y (16) se calculan
las realizaciones necesarias de la matriz de rigidez, K̂(θθθ ( j,s)), y del vector de fuerzas, f̂(θθθ ( j,s)).
Finalmente, a través de la ecuación (14), puede obtenerse el conjunto de muestras de la respues-
ta de interés, Y, correspondiente. En la Figura 4 se muestra un ejemplo del método para Ns = 3,
N( j)

A = 3 y NT = 4. Note, por ejemplo, que en este caso no es necesario calcular K̂(θθθ (2,1)) ni
f̂(θθθ (2,1)).

(1) (2)

(3)

ΘΘΘ(1)
∗ =

�
θθθ (1,1),θθθ (1,2),θθθ (1,3)

�

ΘΘΘ(2)
∗ =

�
θθθ (2,1),θθθ (2,2),θθθ (2,3)

�

ΘΘΘ(3)
∗ =

�
θθθ (3,1),θθθ (3,2),θθθ (3,3)

�

θθθ (1,1) θθθ (2,3)

θθθ (3,1)

θθθ (1,2) θθθ (2,2)

θθθ (3,3)

θθθ (1,3) θθθ (2,3)

θθθ (3,2)

θθθ (1,1) θθθ (2,2)

θθθ (3,2)

t = 2t = 1

t = 3 t = 4
θθθ 1 = [θθθ (1,1),θθθ (2,3),θθθ (3,1)]

θθθ 3 = [θθθ (1,2),θθθ (2,2),θθθ (3,3)]

θθθ 2 = [θθθ (1,3),θθθ (2,3),θθθ (3,2)]

θθθ 4 = [θθθ (1,1),θθθ (2,2),θθθ (3,2)]
Generación subestructuras de apoyo Generación de conjunto de entrenamiento

Remuestreo

Figura 4: Ejemplo de aplicación del método de remuestreo.
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Las ventajas más importantes de este método y que pueden permitir que el tiempo empleado en
la fase de generación de las muestras de entrenamiento se reduzca drásticamente son:

Los análisis a nivel de cada subestructura (ensamblaje y condensación a GL de borde) se
realizan a lo más NA = ∑Ns

j=1 N( j)
A veces.

El análisis de la estructura a nivel de los GL de borde se realiza NT veces en un sistema de
tamaño nB × nB. Dependiendo de la estructura, puede ocurrir que nB � n, en cuyo caso
se reduce considerablemente el costo numérico asociado al cálculo de la respuesta.

5. RESUMEN DEL MÉTODO PROPUESTO

Considerando los conceptos descritos anteriormente, en esta sección se resume el método pro-
puesto para la determinación de la función de pertenencia de la respuesta de interés.

1. Definir el modelo estructural, las Ns subestructuras, los vectores θθθ ( j) y las matrices de
transformación T( j) asociadas a cada una de ellas.

2. Definir el número de estructuras de apoyo para cada subestructura, N( j)
A , y generar mues-

tras de los parámetros difusos asociados (ΘΘΘ( j)
∗ , j = 1, . . . ,N( j)

A ) mediante un esquema
apropiado (por ejemplo, hipercubo latino o diseño factorial completo).

3. Obtener el conjunto de entrenamiento de tamaño NT a partir de los conjuntos ΘΘΘ( j)
∗ me-

diante remuestreo.
4. Obtener las realizaciones necesarias de la matriz de rigidez y vector de cargas condensa-

das a los grados de libertad de borde para obtener el conjunto Y. Definir el tamaño de la
capa oculta, L, y entrenar la ELM mediante (8).

5. Para cada α-cut, determinar los valores de los parámetros θi, i= 1, . . . ,Np que determinan
los valores máximo y mínimo de la respuesta aproximada, yELM . Evaluar de manera exacta
la respuesta de interés para obtener los valores de ésta que definen el α-cut.

6. EJEMPLO DE APLICACIÓN

6.1. Definición del problema

El método propuesto se aplica para determinar la función de pertenencia del caudal que se in-
filtra por debajo de la represa ubicada sobre un suelo estratificado de la Figura 5a. Si bien este
problema no pertenece al dominio de la mecánica estructural (según se supuso en la Sección 2),
de todas maneras puede ser modelado a través de la ecuación (2). Se consideran cuatro variables
difusas: la altura de agua (H), la permeabilidad de la capa superior isotrópica (k1), y las per-
meabilidades de la capa inferior ortotrópica (k2x, k2y). El problema ha sido modelado mediante
el método de elementos finitos, considerando un total de n = 11702 GL, de los cuales 3403
pertenecen solo a la Subestructura (1), 8134 solo a la Subestructura (2), y hay nB = 165 GL de
borde. Notar que, en este caso, n ∼ 100nB.

6.2. Entrenamiento de la ELM

Se genera un conjunto de entrenamiento de NT = 500 muestras de la respuesta de interés, consi-
derando N(1)

A = N(2)
A = 25 mediante un diseño factorial completo de 5 niveles para cada una de

las subestructuras. Al utilizar la estrategia de subestructuración y remuestreo, es posible dismi-
nuir el tiempo necesario para generar las muestras de entrenamiento en 3.8 veces. Para la ELM,
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H

7 [m]

15 [m]

5 [m]

k1

k2x
k2y

0.5 [m]

Subestructura (1)
θθθ (1) = [k1,H]

Subestructura (2)
θθθ (2) = [k2x,k2y]

18 [m]

(a) Dimensiones del modelo.

4 5 6

1

µH̃(H)

H
50 100 150

1

µk̃1
(k1)

k1[m]

100 250 300

1

µk̃2x
(k2x)

40 80 120

1

µk̃2y
(k2y)

k2yk2x [mm/s] [µm/s]

[µm/s]

(b) Funciones de pertenencia de las variables.

Figura 5: Modelo analizado en el ejemplo.

se considera una capa oculta de tamaño L = 50. Al momento de realizar el entrenamiento, se
estudia de sensibilidad respecto del número de estructuras de apoyo N( j)

A . No se aprecia que
los resultados sean sensibles a este número. De hecho, basta que ∏Ns

j=1 N( j)
A ∼ NT para obtener

buenos resultados. Sin embargo, algo que resulta importante en el desempeño del método fue
la elección del rango de valores que pueden asumir los parámetros aleatorios wki y bi; para una
discusión más detallada de esto, ver [10].

6.3. Resultados

En la Figura 6 se muestran los resultados obtenidos mediante una optimización directa (OD) y
mediante el método propuesto.

0.5 1 1.5 2 2.5
x 10−3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Q [m3/s]

µ
Q
(Q

)

 

 
OD
Propuesto

Figura 6: Función de pertenencia de caudal infiltrado.

Se aprecia que el método propuesto logra determinar de manera exacta los valores máximo y
mínimo de cada α-cut.Respecto del tiempo de ejecución, el método propuesto (que involucra la
aplicación de la ELM con muestras de entrenamiento generadas utilizando subestructuración y
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remuestreo) resultó ser 240 veces más rápido que el método directo (sin incluir ningún tipo de
aproximación). Esto pone de manifiesto las ventajas del método propuesto.

7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Se pudo observar que el método propuesto permite capturar de el comportamiento de la res-
puesta de interés, estimando de manera exacta los valores de los parámetros que determinan los
α-cut de la función de respuesta en el ejemplo de aplicación.
Un problema abierto de este método es que tanto las matrices de rigidez como los vectores de
carga de las estructuras de apoyo deben ser almacenadas. Una forma de disminuir el tamaño de
estas matrices es recurrir a un esquema de base reducida, lo cual se está actualmente implemen-
tando.
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RESUMEN

El desempeño de un sistema de calentamiento de agua sanitaria basada en un sistema de paneles
solares depende en gran medida del estanque de acumulación de agua caliente, el cual compen-
sa las diferencias que se tienen entre la disponibilidad de radiación solar y el consumo de agua
caliente. El estanque debe ser lo más estratificado posible para tener el agua más caliente en
la zona superior, de donde se extrae hacia el consumo, y la más fría en la parte inferior. Para
comprender de mejor forma el fenómeno de estratificación se realiza un estudio de dicho fe-
nómeno en un estanque de mezcla directa mediante el método de volúmenes finitos utilizando
el software ANSYS-Fluent. Se analiza el efecto de las condiciones de operación del sistema
solar sobre la termoclina y el fenómeno de estratificación. Los resultados se compararán con los
obtenidos de modelos unidimensionales simplificados de la literatura [1], como el incorporado
en TRNSYS [2] y modelos tridimensionales mediante el uso del método CFD [3, 4].

1. INTRODUCCIÓN

El continuo aumento de los precios de los combustibles fósiles como también la con-
taminación que estos producen debido a los gases y material particulado que se pro-
ducen en su combustión. Debido a esto se están explorando energías alternativas, como
la energía solar, entre otras para la producción de agua caliente sanitaria, para conver-
tirla en energía eléctrica o en centrales solares, la cual es una energía que no emite
contaminantes en su proceso de conversión y renovable. En particular, este estudio se
centra en la energía solar para calentamiento de agua sanitaria, la cual ha tenido un
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incremento significativo en nuestro país considerando la franquicia tributaria que ofrece 

el gobierno. La principal dificultad que tiene este tipo de sistema es el desfase que 

existen entre la oferta de energía solar y la demanda de agua caliente sanitaria, lo cual en 

la práctica es amortiguado utilizando un estanque de almacenamiento de agua caliente. El 

desempeño de estos sistemas es generalmente evaluado en forma dinámica considerando 

modelos unidimensionales de cada uno de los componentes. La exactitud del resultado de 

estas simulaciones depende en gran medida del nivel de detalle utilizado para la 

modelación del estanque de almacenamiento de agua caliente, para lo que existen dos 

tipos de aproximaciones: estanque completamente mezclado y estanque estratificado. El 

error al que se puede incurrir en este tipo de cálculo puede llegar hasta en un 7% para una 

simulación anual. 

 

La estratificación es el efecto del fluido donde está ordenado en forma vertical según su 

temperatura (gradiente vertical de temperatura). Este efecto se debe a la heterogeneidad 

de las densidades que tiene en el volumen interno del estanque, donde el fluido caliente 

tiende a subir y el frío a bajar. 

 

El desempeño de un sistema solar depende en gran medida del sistema de 

almacenamiento de energía solar del que dispone. Es deseable que el estanque de 

almacenamiento se encuentre lo más estratificado posible para proveer de agua a mayor 

temperatura al usuario. En la literatura existen numerosos modelos de simulación para 

evaluar el desempeño del estanque, los cuales consideran factores empíricos y análisis 

unidimensional, como por ejemplo en [1] y [2], y también modelos tridimensionales que 

utilizan el método CFD como [3] y [4]. Para poder entender de mejor forma y para 

proponer mejoras a los modelos existentes, se propone realizar un modelo de simulación 

mediante el método CFD para cuantificar entre otros los fenómenos de condiciones de 

operación sobre el desempeño del estanque. 

 

2. MODELO GEOMÉTRICO Y MALLADO DEL ESTANQUE 

 

Mediante el uso ANSYS se genera un cilindro de 508 [mm] de diámetro y 1016 [mm] de 

alto. El estanque está conectado a los colectores y al consumo a través de 4 conexiones: 

 

- Entrada del agua desde colectores (izquierda superior) 

- Salida del agua hacia los colectores (izquierda inferior) 

- Entrada del agua de la red (derecha inferior) 

- Salida del agua al consumo (derecha superior) 

 

Se genera dichos tubos para que los flujos entren y salgan con un perfil de velocidad no 

homogéneo en el estanque. Se eligen los diámetros de los tubos de tal forma que la 

velocidad sea inferior a 0,5 [m/s] para apreciar mejor la estratificación en menos tiempo. 

En la Figura 1 se indica en forma detallada el modelo geométrico con las cotas descritas. 

También se observa que con respecto al plano YZ existe una simetría. Por lo tanto, se 

modela sólo la mitad del estanque para reducir la cantidad de celdas. 
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dcal,ent dcon,sal

dTK

hTK

hcon,ent

hcal,sal

dcon,ent

dcal,sal

hcal,ent
hcon,sal

dTK= 508 [ mm]

dcon,sal= 25,4 [ mm]

dcal,ent= 25,4 [ mm]

dcon,ent= 25,4 [ mm]

dcal,sal= 25,4 [ mm]

hTK= 1016 [ mm]

hcon,sal= 960 [ m m ]

hcal,ent= 960 [ m m ]

hcon,ent= 90 [ mm ]

hcal,sal= 20 [ mm ]

Z

Y
X

 
Figura 1. Modelo geométrico del estanque. 

 

Luego se hace un mallado no estructurado compuesto de celdas en forma de tetraedros y 

pentaedros, como se muestra en la Figura 2. 

 
Figura 2. Mallado del estanque. 
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En la vecindad de las paredes (en los tubos y el estanque) se hace un mallado más fino, 

como se muestra en detalle en la figura anterior, debido a que estas zonas tienen mayores 

esfuerzos de cizalle los cuales generan un cambio importante en las velocidades del 

escurrimiento. 

 

3. MODELO FÍSICO DEL ESTANQUE 

 

Las ecuaciones que gobiernan el modelo son las ecuaciones de Navier-Stokes y de la 

energía, es decir: 

 

- Conservación de la masa (1 ec.): 

    0 u              (1) 

- Conservación del momentum (3 ecs.): 

   uPguu
t

u 2)( 



             (2) 

 Donde: 

 
t

u




   : Variación de velocidad local. 

 uu )(   : Variación de velocidad convectiva. 

 g   : Fuerza del cuerpo (peso). La aceleración de gravedad se   

   considera constante y los valores de las componentes son (según  

   las coordenadas de la figura 1): 

   ]/[81,9];/[0];/[0 222 smgsmgsmg zyx  . 

 P   : Presión estática a la que está sometido. 

 u2   : Fuerza superficial. Es reemplazado el tensor de esfuerzos con la  

   relación velocidad de deformación-esfuerzo (reología). 

- Conservación de la energía (1 ec.): 

   )( TkTuC
t

E
p 




             (2) 

Donde: 

t

E




  : Variación de energía local. 

TuCp    : Advección. 

)( Tk  : Difusión. 

 

El fluido se considera no polar e incompresible. Además el escurrimiento se considera 

como si fuera laminar, ya que las velocidades del flujo en el estanque son bajas, donde, 

por continuidad, las velocidades se reducen en forma considerable después de salir y 

antes de entrar a los tubos que van hacia los colectores y hacia el consumo. 

Se definen 5 condiciones de borde, las cuales son resumidas en la Tabla 1. 
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Tabla 1. Condiciones de borde 

Cara Tipo de condición 

Entrada recirculado MASS FLOW INLET 

Salida recirculado PRESSURE OUTLET 

Entrada consumo MASS FLOW INLET 

Salida consumo PRESSURE OUTLET 

Paredes (tapas, manto del estanque y tubos) WALL 

Sección del corte (Plano YZ) SYMMETRY 

 

La conductividad, la viscosidad y el calor específico del agua  se consideran constantes 

(a 35 [°C]) y sus correspondientes valores son: 

 

]/[6107,0 mKWkw   , ][0007196,0 Pasw   , ]/[4183, kgKJc wp   

 

Por otro lado, para tener mayor rapidez a la convergencia de los resultados y 

considerando que la variación de la densidad es pequeña, se utiliza la aproximación de 

Boussinesq para evaluar los efectos de empuje, utilizando con la siguiente ecuación: 

 

    )()( ,,, owwwowoww TT              (3) 

 

Los valores se referencia (a 35 [°C]) son: 

 

]/[994 3

, mkgow   , ][15,308, KT ow   , ]/1[000347,0 Cw   

 

La pared está compuesta por una capa interna de acero, una capa de aislante de 5 [cm] de 

espesor y una capa externa de acero galvanizado. Como las resistencias térmicas de las 

capas de acero son muchos menores que la del aislante, se puede considerar como un 

estanque hecho de aislante, con una emisividad que se asemeja al acero galvanizado 

(capa exterior). 

 

Las propiedades del aislante se muestran en la Tabla 2. 

 

Tabla 2. Propiedades de la lana de vidrio 

Densidad 150 [kg/m³] 

Calor específico 670 [J/kgK] 

Conductividad 0,036 [W/mK] 

 

La pared transfiere calor por convección y radiación (mixto) con el exterior. La Tabla 3 

muestra los valores ingresados en el programa. 
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Tabla 3. Coeficiente convectivo y emisividad estimados [Saelzer, M., 2015]. 

Coeficiente convectivo 6 [W/m²K]  

Emisividad 0,28 

 

Se considera también que la temperatura de las paredes que rodean al estanque es igual a 

la temperatura del aire exterior. 

 

4. RESULTADOS Y DISCUSIONES 

 

El problema se resuelve utilizando el programa ANSYS FLUENT, lo que permite 

determinar los contornos de temperatura y evaluar el efecto de las siguientes variables: 

 

- Flujo de agua recalentado por el(los) colector(es) solar(es): Se simulan 2 flujos 

distintos: 0,1 [kg/s] y 0,2 [kg/s]. 

- Temperatura del flujo de agua recalentado entrando al estanque: Se simulan 2 

temperaturas distintas: 45 [°C] y 60 [°C]. 

- Flujo de consumo: Se selecciona una condición de uso tomando en cuenta el 

tamaño del estanque considerado. Es decir, los flujos son 0,1078 [kg/s] 

(lavamanos) y 0,2156 [kg/s] (dos usuarios usando lavamanos en forma 

simultánea). 

 

En condiciones meteorológicas, para el caso del mes de Julio en Concepción, las 

temperaturas de agua de red y ambiente son 10,2 [°C] y 8,2 [°C] respectivamente. Estas 

temperaturas serán utilizadas para considerar para la temperatura del flujo de agua de 

consumo y la temperatura exterior (cielo y aire) del estanque respectivamente. 

 

A continuación se muestran los resultados en régimen transitorio para los siguientes 

casos: 

- Sólo flujo hacia los colectores 

- Sólo flujo de consumo 

 

En los resultados, las zonas más críticas donde se genera mayor turbulencia, se 

encuentran a la altura de los tubos de entrada, obteniendo Reynolds máximos para todos 

los casos en un rango entre 1700 y 3800. 

 

Simulación dinámica de la estratificación con flujo de agua hacia los colectores 

 

Se simula el estanque con una temperatura de almacenamiento inicial igual a la 

temperatura de la red de 10,2 [ºC]. Los resultados se muestran en la Figura 3. 

 

De los resultados se puede apreciar que al variar la temperatura del flujo de agua hacia 

los colectores no se produce un cambio importante en la estratificación y el tamaño de la 

termoclina, sin embargo, a medida que aumente la temperatura de flujo de agua 

recalentado genera mayor gradiente térmico en el contorno. Por otro lado, el flujo del 
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agua caliente es la variable más influyente en la estratificación. Se puede apreciar que 

para flujos distintos se tienen distintos tamaños de termoclina, donde a mayor flujo el 

tamaño de esta será mayor. 

 

Cabe mencionar también que para algunos casos, el punto pico de temperatura se 

encuentra a la altura donde entra el flujo. 

 

A medida que avanza el tiempo se puede observar que existe un periodo donde el tamaño 

de la termoclina varía y llega a un cierto tiempo de maduración, como los casos de flujo 

alto en el primer periodo, es decir, a mayor flujo se requiere mayor tiempo para que 

madure la estratificación. 
  ][180 st   ][360 st   ][540 st   ][720 st   

 
 

]/[1,0, skgm calw   

][45, CT calw   

 

 

    
 

 

 

]/[2,0, skgm calw   
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]/[1,0, skgm calw   

][60, CT calw   

 

    
 

 

 

]/[2,0, skgm calw   

][60, CT calw   

    

Figura 3: Resultados de la simulación en régimen transitorio (proceso de calentamiento) 

 

Simulación dinámica de la estratificación con flujo de agua de consumo 

 

Acá se analizan 2 casos según la temperatura inicial del almacenamiento: 45°C y 60°C. 

Los resultados de la simulación se muestran en la Figura 4. 
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Figura 4: Resultados de la simulación en régimen transitorio (proceso de consumo) 

 
De los resultados se puede apreciar que al variar la temperatura inicial del agua 

almacenada no se produce un cambio importante en la estratificación y el tamaño de la 

termoclina, sin embargo, a medida que se aumenta la temperatura del flujo de agua, se 

genera mayor gradiente térmico en el contorno. Por otro lado, el flujo del agua fría o de 

consumo es la variable más influyente en la estratificación. Se puede apreciar que al 

variar el flujo se tienen distintos tamaños de termoclina, donde a mayor flujo el tamaño 

de esta será mayor. 

 

Cabe mencionar también que para algunos casos, el punto valle de temperatura se 

encuentra a la altura donde entra el flujo. 

 

A medida que pasa el tiempo, se puede observar que existe un periodo donde el tamaño 

de la termoclina varía y llega a un cierto tiempo de maduración como en los casos de 

flujo alto en el primer periodo, es decir, a mayor flujo se requiere mayor tiempo para que 

madure la estratificación. 
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Análisis general de los resultados 

 

De los resultados mostrados previamente, la estratificación para todos los casos se 

considera como moderada y se comprueba que para las dos simulaciones consideradas se 

obtiene la misma forma de estratificación, es decir, el proceso de calentamiento tiene un 

comportamiento en forma análoga con el proceso de consumo, donde la temperatura de 

entrada del flujo que llega de los colectores y la temperatura inicial del agua almacenada 

no influyen en la estratificación y, en cambio, los flujos caliente y frío que entran al 

estanque sí afectan en forma considerable. 

 

Se observa también que en ambos casos el cambio del flujo genera un cambio de 

velocidad de desplazamiento de la zona de la termoclina teniendo un comportamiento 

lineal debido a que el flujo es constante en el tiempo. 

 

5. CONCLUSIONES 

 

En este trabajo se presenta el análisis del fenómeno de estratificación en un estanque 

solar, lo cual se realiza mediante el método de volúmenes finitos. Para ello se simuló por 

separado el efecto del flujo de agua hacia los colectores y el flujo de agua de consumo.  

 

En ambos casos el fenómeno de estratificación se desarrolla en forma similar. La variable 

más importante en este fenómeno es el flujo que ingresa al estanque, generando un 

mayor cambio en la característica de la termoclina, principalmente en su tamaño y su 

grado de degradación. 
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RESUMEN

Existen varios métodos para estudiar los harneros vibratorios, como : FEM, DEM y modelos di-
námicos. Mediante estos, se han analizado distintos parámetros operacionales por separado,sin
considerar su interdependencia y tampoco se aprovechan los métodos acoplados. Por eso, se
propone un modelo dinámico de un harnero vibratorio y material particulado con el objetivo de
cuantificar la influencia de este último en las vibraciones de la máquina. Se considera un harne-
ro de tres grados de libertad más uno del material particulado como conjunto. Para obtener los
parámetros del material y su validación, se realiza una simulación con el software LIGGGHTS
y se compara a condiciones distintas a la nominal. Con lo propuesto, se pretende: disminuir el
costo computacional, al simplificar la modelación DEM; considerar el efecto de la interacción
partícula-estructura en un modelo dinámico y lograr un enfoque holístico de la modelación. Se
muestran resultados de un modelo simplificado de un grado de libertad logrando un buen ajuste
para distintas condiciones.

1. INTRODUCCIÓN

Un harnero es una máquina utilizada en varios tipos de industrias para la clasificación de com-
ponentes sólidos en relación a su tamaño [1], que cumple el objetivo de separar los productos
finos de los gruesos. La literatura presenta varios métodos que permiten estudiar su compor-
tamiento, con el fin de realizar diseños óptimos, controlar su operación y asegurar las altas
eficiencias requeridas para el proceso [2].
Mediante el método de elementos finitos (FEM) se ha podido conocer sus modos de vibrar [3]
y diseñar harneros vibratorios [4]. El método de elementos discretos (DEM) es ampliamente
utilizado para conocer su eficiencia a distintas condiciones operacionales, como forma, tamaño
y distribución de las partículas; amplitud, frecuencia y dirección de la vibración [5–9]. También
es posible calcular el desgaste de la malla y su dependencia de otros factores [10].
Con los modelos dinámicos se ha estudiado el movimiento de la estructura del harnero. Modelos
de tres grados de libertad han sido planteados para evaluar las órbitas en el harnero e índice
de lanzamiento [11], obtener su respuesta dinámica [12], comparar la respuesta del modelo
de cuerpo rígido y la de elementos finitos para una optimización estructural de un harnero
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[13], determinar, mediante un modelo no lineal, el rango de operación óptimo de los apoyos
[14], y finalmente, también con un modelo no lineal, estudiar la frecuencia de las máximas
componentes espectrales encontradas durante una partida de un harnero [15].
Complementando lo de elementos discretos, algunos autores han estudiado el movimiento de
una partícula sobre el harnero: Stoicovici et al. [16] da las condiciones en la que esta está
en contacto, Zhao et al. [17] calcula en un harnero vibratorio de barras la velocidad y altura
de la partícula, analizado los efecto de la frecuencia, amplitud, inclinación del movimiento
del harnero sobre la máxima altura que alcanza la partícula, Li y Li [18] haciendo uso del
programa EDEM analiza qué parámetros afectan su movimiento, Xiao y Tong [19] evalúan este
movimiento para proponer un nuevo tipo de harnero. Los resultados son útiles para conocer
como se mueve una partícula, pero no considera la interacción intrapartícula, ni el movimiento
del conjunto.
Un problema presente es que se han usado cada uno de los métodos descritos por separado,
comparando los resultados entre si [8,13], pero no se aprovechan los métodos acoplados, como
FEM-DEM [20], que serviría para conocer la respuesta dinámica del harnero vibratorio debido
al sistema de excitación y la fuerza que ejerce el material particulado sobre sus mallas. Una
desventaja que tiene usar FEM-DEM es el mayor costo computacional, por lo que se puede
aprovechar la buena concordancia entre FEM y modelos dinámicos [13] para acoplar un modelo
dinámico multicuerpo (MBD) con elementos discretos (MBD-DEM).
El programa computacional EDEM permite un acople bidireccional entre software de mode-
lación dinámica multicuerpo como Adams, Virtual.Lab Motion y Simulink, logrando mejores
resultados de la interacción partículas-estructura [21]. Sin embargo, ningún software DEM es-
pecífico permite incorporar un sistema masa-resorte-amortiguador para que sea evaluado dentro
de su motor de cálculo y no depender de programas de terceros. Una alternativa es trabajar con
el programa de código abierto LIGGGHTS, que permite crear sus propios códigos fix para dar
el movimiento deseado [22].
Dentro de las técnicas de control y mantención del harnero vibratorio está el análisis de vibra-
ciones, con el cual se miden las órbitas en sus apoyos y se comparan su amplitud, dirección y
forma con rangos operacionales entregados por el fabricante y mediciones históricas de la má-
quina, con el fin de anticipar una falla. Actualmente, la modelación dinámica permite conocer
las órbitas en los apoyos [14], pero realizando una suposición de que la carga se mueve en con-
junto con las mallas del harnero, aumentando la fuerza de inercia cuando el material particulado
no está en contacto con la malla.
Tomando en consideración los puntos anteriores, en este trabajo se propone obtener un modelo
dinámico de un harnero vibratorio incorporando un grado de libertad (gdl) del movimiento del
centro de masa del material particulado, con el objetivo de conocer su influencia en el movi-
miento de la estructura del harnero, con el objetivo de ser útil en el análisis de vibraciones. Para
ajustar los parámetros del modelo es necesario simular mediante DEM el harnero vibratorio.

2. MODELO DINÁMICO

Se presentan los modelos dinámicos del harnero vibratorio y material particulado. El primero
considera solo el grado de libertad del movimiento del centro de masa de la carga �u, que va a
ser usado para las comparaciones con DEM; y el segundo considera los tres grados de libertad
de la estructura�x,�y y �θ , y el cuarto correspondiente a�u.
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a) b)

Figura 1: Modelo de un grado de libertad: (a) Contacto, (b) Caída libre

2.1. UN GRADO DE LIBERTAD

El modelo calcula el movimiento del centro del masa del material particulado u(t) con respecto
a un movimiento de la base x(t), como se muestra en la figura 1 en su posición de equilibrio. El
movimiento de la base está definido como:

x(t) = X0 · sen(ωt) (1)

Para evaluar u(t) se separa en dos tramos su movimiento: contacto y caída libre. Se considera
que el tiempo tct,i de entrada al contacto es tal que se cumple la condición 2a. Lo que quiere
decir que la distancia entre el centro de masa y la posición del harnero es constante igual a hca
y además va decreciendo; el material particulado cae sobre el harnero.
El inicio de caída libre, o salida del contacto, parte en el tiempo tcl,i, que cumple la ecuación
2b [16], lo que significa que la aceleración del harnero comienza a ser menor que la aceleración
de gravedad g, por lo que se desprenden ambos cuerpos. Se hace notar que mientras u(t)−x(t)<
hca no implica que el material particulado esté en contacto con la malla, pues si su aceleración
sobrepasa en módulo a la aceleración de gravedad, esta iniciará la caída libre sin importar esa
distancia.

u(t)−hca − x(t) =0 ∧ u̇(t)− ẋ(t)< 0 (2a)
ẍ(t) = g (2b)

Planteando la ecuación del movimiento se obtiene:

ü(t) =

�
1

mca
(cct(ẋ(t)− u̇(t))+ kct(x(t)−u(t))) , si tct,i < t < tcl,i

g, si tcl,i < t < tct,i+1
(3)

2.2. CUATRO GRADOS DE LIBERTAD

La Figura 2 muestra el modelo de 4 grados de libertad. La fuerza de excitación del sistema
es variable en el tiempo en magnitud, F sen(Ωt), y constante en dirección, α con respecto a
la horizontal del harnero, y a una distancia p del centro de masa. La estructura del harnero
vibratorio se define como un cuerpo rígido inclinado un ángulo β y el centro de masa está a una
altura h. El sistema de aislación está ubicado en los puntos A y B, compuesto por una rigidez y
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amortiguación horizontal y vertical, cada uno a una distancia a y b de la proyección del centro
de masa. La carga está a una altura hca con respecto a la recta AB y el contacto entre el material
particulado y las mallas se modela con una rigidez y amortiguación en la dirección de�u

Figura 2: Modelo de 4 grados de libertad

Se rigen las mismas condiciones de contacto que con el modelo anterior, dadas por 2a y 2b, por
lo que las ecuaciones del movimiento para el contacto son:

Mẍ+2Cxẋ+ cct(ẋ+ u̇senβ )+2Kxx+ kct(x+usenβ ) = F sen(Ωt)cos(α +β ) (4a)
Mÿ+2Cyẏ+ cct(ẏ− u̇cosβ )+2Kyy+ kct(y−ucosβ ) = F sen(Ωt)sen(α +β ) (4b)

Iθ̈ −Cx(a+b)senβ ẋ+Cy(a−b)cosβ ẏ+Cy(a2 +b2)cosβ θ̇ + cct(θ̇d + u̇)

−Kx(a+b)senβx+Ky(a−b)cosβy+Ky(a2 +b2)cosβθ + kct(θd +u)
=−F sen(Ωt)pcosα (4c)

Mü+ cct(u̇− ẏcosβ + ẋsenβ + θ̇d)+ kct(u− ycosβ + xsenβ +θd) = 0 (4d)

Y en caída libre son:

Mẍ+2Cxẋ+2Kxx = F sen(Ωt)cos(α +β ) (5a)
Mÿ+2Cyẏ++2Kyy = F sen(Ωt)sen(α +β ) (5b)

Iθ̈ −Cx(a+b)senβ ẋ+Cy(a−b)cosβ ẏ+Cy(a2 +b2)cosβ θ̇
−Kx(a+b)senβx+Ky(a−b)cosβy+Ky(a2 +b2)cosβθ
=−F sen(Ωt)pcosα (5c)

ü = g (5d)
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3. MODELO DEM

El movimiento de las partículas se calcula con el método de elementos discretos, y el con-
tacto partícula-partícula y partícula-pared se evalúa con un modelo de esfera suave de Hertz-
Mindlin [23]. La fuerza de contacto entre la partícula i y partícula j, o pared j, está dada por la
ecuación 6. Los coeficientes del modelo usado se detallan en [24] y se usan los valores de E y
Δt recomendados por [7]. Se usa un modelo de torque constante en dirección para la resistencia
a la rodadura [25].

�Fi j =





kn
�δn,i j − γn

�̇δn,i j + kt
�δt,i j − γn

�̇δt,i j,
����δi j

���> 0

0,
����δi j

���≤ 0
(6)

Usando la segunda ley de Newton, las ecuaciones del movimiento de cada partícula i son:

mi
d�vi

dt
= mi�g+

N

∑
j=1

�Fi j (7a)

Ii
d�ωi

dt
=

N

∑
j=1

�Ti j (7b)

Para poder comparar los resultados del modelo de un grado de libertad, se simula con LIGGGHTS
un harnero vibratorio con movimiento vertical, usando las siguientes simplificaciones: diámetro
uniforme de todas las partículas y no se modela la malla para evitar la pérdida de masa, es decir,
que mca sea constante en el tiempo. La comparación se lleva a cabo con la respuesta estaciona-
ria del movimiento vertical del centro de masa de las partículas. La tabla 1 resume las variables
usadas en la simulación y la figura 3 muestra las dimensiones y la disposición de las partículas.

Figura 3: Simulación LIGGGHTS

Variable Valor Variable Valor
X0 [mm] 2.643 f [Hz] 15.75
D [mm] 10 ρp [kg/m3] 2600
E [Pa] 5e6 mca [kg] 14.902

µ 0.5 µr 0.01
e 0.2 Δt [s] T/215

Tabla 1: Parámetros usado en la simulación DEM
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a) b)

Figura 4: Comparación de resultados DEM y modelo de un grado de libertad: a) temporal, b)
frecuencial

4. RESULTADOS

En esta sección se muestran los resultados de las simulación DEM y del modelo de un grado de
libertad, junto con el ajuste de parámetros.

4.1. AJUSTE DEL MODELO DINÁMICO

Ajustando los resultados de DEM con el modelo dinámico se pueden obtener kct , cct y hca.
Se usa un optimizador no lineal por mínimos cuadrados para calcular soluciones locales y un
buscador de la solución global de MATLAB [26], logrando los resultados mostrados en la tabla
2. El modelo dinámico es resuelto usando un método numérico de paso y orden variable basado
en fórmulas de derivación numérica [27] y DEM se resuelve con integrador de Verlet [28].
Los parámetros calculados se ingresan al modelo y se grafica, junto a los resultados de DEM,
la forma de onda y espectro del movimiento del centro de masa del material particulado en la
figura 4. Se observa un buen ajuste del modelo, salvo en la zona de contacto, que logra una
diferencia del 35% en amplitud. También se detalla el cambio de EDO, donde pasa de contacto
a caída libre y viceversa.

cct [Ns/m] kct [N/m] hca [mm]
2.97×1010 6.25×1010 17.86

Tabla 2: Ajuste de parámetros

4.2. COMPARACIÓN EN CONDICIONES NO NOMINALES

Al igual que en caso anterior, se simula con ambos modelos el harnero, pero esta vez, a frecuen-
cias y amplitudes del movimiento de la base distintas a la nominal. Ambos parámetros se hacen
variar en 0.5 y 1.5 veces su valor, para obtener la amplitud RMS del movimiento del centro de
masa del material particulado urms. La figura 5a) y 5b) muestra los resultados al cambiar la fre-
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cuencia y amplitud respectivamente. Se observa un buen ajuste para las distintas frecuencias del
movimiento de la base, pero para los cambios en amplitud, debido a que las partículas impactan
2 veces por ciclo, las diferencias incrementan, llegando a un error de hasta el 15%.

a) b)

Figura 5: Comparación del los resultados DEM y modelo dinámico de un gdl variando: a)
frecuencia, b) amplitud

5. CONCLUSIONES

Se destacan las siguientes conclusiones:

El modelo dinámico propuesto de un grado de libertad ajusta bien a condiciones nomina-
les y a distintas a estas, salvo cuando el material particulado impacta 2 veces por ciclo,
donde existen mayores diferencias de amplitud.

El modelo dinámico tiene como parámetros de entrada los valores de kct , cct y hca, por lo
que es necesario conocer la relación entre estos valores y los parámetros de entrada del
modelo DEM, como la masa, roce, módulo de elasticidad, etc.

Para poder comparar resultados del modelo de 4 grados de libertad es necesario que la
simulación DEM considere el efecto del material particulado sobre la malla, mediante un
modelo FEM-DEM o DEM-MBD.

A través de los resultados de este modelo, se pueden acoplar a modelos empíricos [29] o
fenomenológicos [8] que tienen como parámetros de entrada resultados de este modelo.
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RESUMEN

Se presenta una plataforma numérica para el desarrollo de simulaciones 2D en dominios cuadra-
dos sujetos a condiciones de contorno periódicas para fluidos newtonianos que cuentan con par-
tículas circulares rígidas inmersas. La implementación impone la condición de no-deslizamiento
sobre las superficie de los cuerpos mediante el método de la frontera inmersa según la formu-
lación de Uhlmann [1] y con las modificaciones posteriores expuestas en por Breugem [2].
La presente implementación pretende abrir las puertas al estudio de volúmenes de control re-
presentativos de alguna suspensión apropiada para estudiar su reología y la relación entre el
comportamiento campo de velocidades del fluido y el número de partículas sumergidas.

1. INTRODUCCIÓN

Tanto en la naturaleza como en la industria, los flujos bifásicos compuestos por cuerpos que
son arrastrados por un fluido abundan. Ejemplos de esto son los sedimentos arrastrados por el
cauce de un río, la separación de sólidos en hidrociclones, el transporte hidráulico de minerales
o el flujo sanguíneo en el cuerpo humano. Ya sea para optimizar los procesos industriales o
para comprender de una manera más profunda estos fenómenos naturales, las simulaciones
computacionales son una poderosa herramienta que se ha desarrollado fuertemente en el último
siglo.
Uno de los mayores problemas de este campo yace en la gran diferencia de escalas que coexisten
dentro de estos flujos y que deben ser capturadas para respetar la física del fenómeno, donde la
escala integral del problema normalmente se encuentra varios órdenes de magnitud por encima
de aquellas más pequeñas donde habitan tanto la granulometría de la fase sólida como la escala
disipativa del fluido. A esto se le añade la ardua tarea de capturar las complejas interacciones
entre partículas que se originan una vez que la concentración de la fase dispersa se torna lo
suficientemente alta.
En este contexto, el método de la frontera inmersa (IBM, por sus siglas en inglés) se presenta
como una alternativa atractiva , cuya eficiencia radica principalmente en el uso de una malla
cartesiana fija y regular que permite implementar algoritmos rápidos y de sencilla programa-
ción.
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2. MÉTODO DE LA FRONTERA INMERSA

Introducido por Peskin [3], incorpora los efectos de los cuerpos sumergidos en el fluido por
medio de un término fuente adicional en las ecuaciones de Navier-Stokes. Las fronteras sumer-
gidas se representan como colecciones de puntos lagrangianos Xl que pueden ser advectados
junto al fluido –en el presente caso– como un cuerpo rígido. Tras la modificación, las ecuaciones
resultantes son las siguientes:

∂tu+(u ·∇)u+∇p = ν∇
2u+ f (1)

∇ ·u = 0 (2)

Donde u es el campo de velocidades del fluido, ν es su viscosidad cinemática, p es la presión
del fluido normalizada por su densidad y f es el término de forzado introducido por el método.
La presente implementación utiliza la formulación propuesta por Uhlmann [1] y sus posteriores
modificaciones que pueden ser encontradas en el trabajo de Breugem [2]. La formulación de
Uhlmann se caracteriza por ser computacionalmente eficiente y por hacer uso de dos mallas
simultáneas, una cartesiana equiespaciada y regular y una malla lagrangiana sobre la superficie
de las partículas. El costo que se debe pagar por la simplificación del contorno es una pérdida
en la resolución de los fenómenos que ocurren en la superficie del cuerpo inmerso, debido a
que es suavizado para esparcir sus efectos en una vecindad de los puntos que lo representan.
Adicionalmente, se debe resolver la fase de fluido que está contenida dentro de la partícula,
tenga o no significado físico.
En adelante se denotarán las magnitudes lagrangianas con letras mayúsculas (Xl , Ũ, F ) mientras
que las eulerianas se encontrarán en minúsculas (x, ũ, f, etc.).
La existencia de variables pertenecientes a marcos de referencia intrínsecamente diferentes pre-
cisa del uso de alguna herramienta que permita un transpaso de información de manera físi-
camente consistente. Para ello se hace uso de funciones delta regularizadas de Roma [4] que
aseguran la conservación del momentum lineal y angular, siendo utilizada aquella introducida
originalmente por Peskin [3]. En el caso tridimensional, esta función puede ser expresada de la
siguiente forma:

δ
3
h (x−Xl) = δ

1
h (x− xl)δ

1
h (y− yl) , (3)

δ
1
h (x− x0) =

1
h

φ(
x− x0

h
) , (4)

φ(r) =


1
3(1+

√
−3r2 +1) , |r| ≤ 0.5

1
6

(
5−3|r|−

√
−3(1−|r|2 +1)

)
, 0.5≤ |r| ≤ 1.5

0, |r|> 1.5.
(5)

Donde x es una posición arbitraria en el espacio, Xl es un punto de referencia, h es un es-
paciamiento que se asume es igual en todas las direcciones relevantes y r es una variable de
paso.
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Esquema numérico

En las siguientes ecuaciones, se asume que todas las partículas (NP) son idénticas en tamaño y,
por lo tanto, discretizadas con un mismo número de marcadores lagrangianos NL. El dominio
es discretizado en una malla cartesiana gh desplazada (staggered) y equiespaciada en intervalos
h en todas las direcciones. Los términos convectivos de la ecuación (1) son discretizadas me-
diante un método de Runge-Kutta de tercer orden y bajo almacenamiento, que se deja ver en
las constantes αk = ( 8

15 ,
5

12 ,
3
4), γk = ( 4

15 ,
1
15 ,

1
6) y ζk = (0, −17

60 , −5
12 ). Por otra parte, los términos

viscosos son discretizados utilizando el método de Crank-Nicolson. Las derivadas espaciales
son aproximadas utilizando diferencias centradas de segundo orden.
Para el k-ésimo paso de Runge-Kutta, las ecuaciones resueltas son las siguientes:

ũ = uk−1 +∆t
(
2αkν∇

2uk−1−2αk∇pk−1− γk[(u ·∇)u]k−1−ζk[(u ·∇)u]k−2) , (6)

Ũ(X(m)
l ) = ∑

x∈gh

ũ(x)δh(x−X(m)
l )h3 , ∀1≤ m≤ NP, 1≤ l ≤ NL , (7)

F(X(m)
l ) =

U(d)(Xl)− Ũ(Xl)

∆t
, ∀ l, m , (8)

f(x) =
NP

∑
m=1

NL

∑
l=1

F(X(m)
l )δh(x−X(m)

l )∆V (m)
l , ∀x ∈ gh , (9)

∇
2u∗− u∗

αkν∆t
=− 1

ναk

( ũ
∆t

+ fk)+∇
2uk−1 . (10)

La ecuación (6) permite la determinación de un campo de velocidades preliminar ũ donde no
existe influencia alguna de los contornos sólidos contenidos dentro del dominio. En (7), el cam-
po de velocidades anterior es llevado al marco lagrangiano Ũ(Xl) por medio de la función delta
de Roma. Posteriormente, en (8) se determina una fuerza lagrangiana a partir de la diferencia
entre la velocidad anterior y aquella prescrita sobre el contorno U(d)(Xl), obtenida ya sea como
condición inicial o por medio del movimiento del cuerpo rígido a partir de resultados de pasos
de tiempo previos. Esta fuerza es llevada de regreso al marco euleriano (9) y luego utilizada
para corregir el campo de velocidades preliminar por medio de la resolución de una ecuación
de Helmholtz (10). El resultado de esta operación es el campo de velocidades no-solenoidal u∗.

∇
2
φ

k =
∇ ·u∗

2αk∆t
, (11)

uk = u∗−2αk∆t ∇φ
k , (12)

pk = pk−1 +φ
k−αk∆tν∇

2
φ

k . (13)

Finalmente, (11, 12 y 13) corresponden a etapas estándar del método de paso fraccionado, donde
φ es denominada pseudo-presión y es una variable sin significado físico utilizada para proyectar
a u∗ hacia el espacio de funciones solenoidales donde habita u, el campo de velocidades final.
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Para la integración del movimiento de las partículas se han de resolver las siguientes ecuaciones,
expresadas para una única partícula y donde el subíndice c hace referencia al centro de masa del
cuerpo en desplazamiento:

uk
c−uk−1

c
∆t

=− ρc

Vc(ρd−ρc)
F k +2αkg , (14)

F k =
NL

∑
l=1

Fk(Xl)∆Vl , (15)

xk
c−xk−1

c
∆t

= αk(uk
c +uk−1

c ) . (16)

Donde Vc corresponde al volumen sumergido del cuerpo, g es la aceleración de gravedad y F k

contiene la acción del fluido sobre la partícula sólida.

ωk
c −ωk−1

c
∆t

=
ρ f

Ic
T k +

ρ f

Ic

I k−I k−1

∆t
, (17)

T k =
Nl

∑
l=1

(
Xl−xc

)
×Fk(Xl)∆Vl , (18)

I k =
∫

Sm

((x−xc)×u)dx . (19)

En la ecuación (17) Ic corresponde a la inercia de la partícula. La integración de la velocidad
angular presenta mayor dificultad de implementación debido a que requiere la discretización de
la integral (19), que compensa el momentum angular contenido dentro de la partícula que, en
su interior, no se comporta como un cuerpo rígido.
Siguiendo las correcciones planteadas por Breugem [2], en la presente implementación se ha
agregado un ciclo entre las ecuaciones (7) y (9) que mejora la precisión al imponer la condición
de no deslizamiento sobre la superficie de la partícula.

Sobre la presente de la implementación

Se ha desarrollado un código en Fortran donde se hace uso de las librerías FISHPACK90 para
la resolución de las ecuaciones de Helmholtz (10) y la librería Intel MKL para resolver la
ecuación de Poisson para la pseudo-presión (11). La presente versión del código no presenta
paralelización.

3. VALIDACIÓN DEL CÓDIGO

Cilindro estacionario en un flujo uniforme

Se recrea la simulación de Uhlmann [1] con tal de verificar la capacidad del código de capturar
la interacción entre la frontera simulada y el fluido que la envuelve. Se utiliza un dominio
Ω = [0.0, 8.0]× [0.0, 8.0] y se sitúa un cilindro de diámetro D = 0.30 en la posición (x,y) =
(1.85, 4.00). En la frontera x = 0.0 se impone una velocidad uniforme u∞ = (1.0, 0.0) y en
el segmento opuesto, x = 8.0, se fija una salida convectiva. En las otras fronteras se aplica
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(a) ReP = 60 (b) ReP = 100 (c) ReP = 140

Figura 1: Curvas de isovorticidad para simulaciones de cilindros estacionarios (N = 512) a
distintos números de Reynolds ReP. Lineas continuas denotan vorticidad positiva y segmentadas
a vorticidad negativa.

una condición de simetría. Por otra parte, para la presión se imponen condiciones de Neumann
homogéneas en cada una de las fronteras.
El campo de velocidades es iniciado de modo que u(x,0) = u∞ y p(x,0) = 0.0. El dominio es
discretizado en bloques equiespaciados de N = 512 celdas en cada dirección, i.e. D/h = 19.2,
para números de Reynolds Re = u∞D/ν .
La figura (2c) muestra el desprendimiento de vórtices que se generan desde un número de
Reynolds ReP u 50 que son transportados aguas abajo desde el cilindro. Dicho fenómeno, al
menos dentro de la rango estudiado, ocurre de manera regular de modo que es posible estudiar
la frecuencia con la cual ocurre. Esto cuantificado mediante el número de Strouhal St = D f/u∞.
Para la medición de la frecuencia f se realiza un muestreo de distintas zonas del dominio una
vez que el comportamiento del fluido ha alcanzado un régimen periodico estable. Los resultados
indican que a medida que ReP incrementa, el error en la captura del desprendimiento de vórtices
disminuye acordemente.

Rep St St [5] Error [%] Rep St St [5] Error [%]
50 0.1302 0.1231 5.83% 110 0.1731 0.1690 2.45%
60 0.1422 0.1358 4.78% 120 0.1782 0.1731 2.98%
70 0.1508 0.1453 3.81% 130 0.1817 0.1768 2.74%
80 0.1577 0.1528 3.17% 140 0.1851 0.1802 2.68%
90 0.1645 0.1590 3.45% 150 0.1885 0.1834 2.78%

100 0.1697 0.1643 3.24% 160 0.1902 0.1864 2.05%

Tabla 1: Valores de Strouhal St y error asociado a distintos números de Reynolds, con tal cap-
turar un espectro de valores acordes a la publicación de [5], cuya correlación St = −3.3256/
Re+0.1816+1.6×10−4Re es utilizada como patrón de comparación. Cálculos realizados sobre
un dominio discretizado en 5122 elementos y ∆t = 5×10−3.

Otro parámetro de comparación es la presión del fluido en el punto de estancamiento, la cual
tras ser normalizada por la energía cinética que posee el fluido debería ser igual a la unidad,
es decir, (p0− p∞)/(

1
2ρu2

∞) = 1. Los resultados expuestos en la tabla (2) muestran nuevamente
que el error en la aproximación es inversamente proporcional al número de Reynolds ReP con
el cual está fijado el sistema.
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Rep (p0− p∞)/
1
2ρu2

∞ Error Rep (p0− p∞)/
1
2ρu2

∞ Error
50 1.0874 8.74% 110 1.0160 1.60%
60 1.0656 6.56% 120 1.0104 1.04%
70 1.0497 4.97% 130 1.0060 0.06%
80 1.0391 3.91% 140 1.0018 0.18%
90 1.0309 3.09% 150 1.0011 0.11%
100 1.0217 2.17% 160 0.9982 −0.18%

Tabla 2: Comparación entre la presión de estancamiento normalizada con su valor teórico (p0−
p∞)/

1
2ρu2

∞ = 1. Cálculos realizados sobre un dominio discretizado en 5122 elementos y ∆t =
5×10−3.

Cilindro rotatorio en un flujo uniforme

A partir de el mismo cilindro del caso anterior, se introduce una rotación al cuerpo para estudiar
el comportamiento del fluido en reacción a esta nueva condición. Se realizan simulaciones a
razones de rotación adimensional α = ωR/u∞ = {0.0, 0.5, 1.0, 1.7,1.8, 1.9}, donde ω es la
velocidad angular de la partícula y R es su radio. Las condiciones de contorno del problema se
mantienen idénticas a las del caso estacionario. Además, la configuración del cilindro respecto
al dominio de la simulación se mantiene constante. Variando la viscosidad del fluido, se impone
un ReP = 200 que permite igualar las condiciones hidrodinámicas de la publicación de Mittal
[6] con el fin de tener un patrón de referencia.
La figura (2) permite visualizar la naturaleza de los vórtices que son desprendidos desde el
cilindro en movimiento. Con un incremento de α la calle de vórtices de Von Kármán pierde su
simetría y adquiere un sesgo hacia el extremo superior del dominio. Para α = 1.8 se observa que
el desprendimiento de vórtices se ha detenido y que estos se tornan alargados aunque mantienen
un comportamiento oscilatorio. Para α = 1.90 se observa que la vorticidad adquiere un estado
estacionario. Lo anterior discrepa ligeramente del trabajo realizado por Mittal en cuanto sus
hallazgos indican que el desprendimiento de vórtices debería ocurrir hasta un α < 1.91.

4. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un código bidimensional para la resolución de las ecuaciones de Navier-
Stokes en dominios cuadrados. La presente implementación es capaz de capturar la física de
problemas estacionarios, con movimiento rotacional de los cuerpos sumergidos. Se ha observa-
do a partir de las presentes simulaciones que el error en las variables estudiadas es inversamente
proporcional al número de Reynolds. Además se verifica que, al menos de manera cualitativa,
el método es capaz de capturar la física de la interacción entre el sólido y el fluido.
Finalmente, el presente documento deja abiertas muchas posibles extensiones a este trabajo, co-
mo por ejemplo la validación del movimiento traslacional de la partícula y sus correspondientes
coeficientes de arrastre y sustentación en cada uno de los casos que han sido referidos anterior-
mente. Habiéndose estudiado todo lo anterior, el siguiente paso natural sería la implementación
de un modelo de colisiones que permitirá, entre otras cosas, el estudio de suspensiones densas.
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(a) α = 0.0 (b) α = 0.5 (c) α = 1.0

(d) α = 1.7 (e) α = 1.8 (f) α = 1.9

Figura 2: Curvas de isovorticidad para simulaciones de cilindros en rotación (N = 512) a un
ReP = 200 y α variable. Lineas continuas denotan vorticidad positiva y segmentadas a vortici-
dad negativa.
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RESUMEN 
 

Las faenas de la gran minería del cobre generan una gran cantidad de material de desecho 
una vez extraído el mineral. El volumen más importante corresponde al mineral ya 
procesado denominado ripio. Este material debe ser transportado a grandes distancias a 
través de correas para su remoción, lo que implica la incorporación de elementos de 
traspaso denominados chutes [1,2]. El objetivo del presente estudio es validar el diseño 
de un chute de traspaso del área remoción de ripios de la División Gabriela Mistral de 
Codelco. La validación es en base al cumplimiento de las condiciones operacionales 
necesarias para un traspaso efectivo de material, tales como evitar derrames de material y 
atollos del chute. Para lo anterior se utilizó el método de elementos discretos para simular 
el flujo de material dentro del chute [3] y el modelo de desgaste de Archard [4], adaptado 
a la escala de partícula. 
 

1. INTRODUCCIÓN. 
 
Hoy en día la minería del cobre atraviesa por una de las crisis más grandes en su historia. 
La baja en el precio del cobre y la disminución de su capitalización son las directrices que 
contribuyen al escenario actual [5]. Se hace necesario entonces, encontrar alternativas 
que permitan aumentar la productividad y ser más eficientes. La implementación de 
nuevas tecnologías en la minería contribuyen a conseguir los objetivos antes nombrados. 
Un ejemplo de esto es el uso del método de elementos (DEM) discretos para la 
optimización de equipos mineros (ver [3] para una descripción detallada del método de 
elementos discretos).  
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Este trabajo se enfoca en la aplicación del DEM para la validación del diseño de un chute 
de traspaso (ver [1][2] para descripción de chute de traspaso y deflector) localizado en el 
área remoción de ripios de la División Gabriela Mistral de Codelco, situada en la segunda 
región del país. Este transportador de traspaso o chute de traspaso es el elemento 
vinculante entre dos correas transportadoras, transfiriendo el material de una correa a 
otra, evitando derramamiento y obstrucción. El mineral manejado en esta área es el ripio 
que corresponde al desecho generado posterior a la lixiviación del cobre.  
 
En la actualidad el chute de traspaso instalado presenta dificultades las cuales 
comprometen la continuidad operacional. Por su parte el nuevo diseño para este traspaso 
descarta problemas operacionales y de diseño. Los parámetros utilizados dentro de la 
simulación fueron el desgaste (ver [4] para tener una descripción más detallada del 
modelo de desgaste utilizado), además de condiciones operacionales tales como una 
obstrucción (ver [1][2] para conocer una descripción explicativa de una obstrucción en 
chutes de traspaso).  
 

2. CHUTE DE TRASPASO. 
 

2.1. GEOMETRÍA. 
 
El chute de traspaso instalado (Figura 1), se compone de un cajón que evita la fuga de 
material, un deflector dentro del cajón el cual direcciona el flujo, un embudo unido al 
cajón y una tolva receptora la cual ordena la carga. El chute de traspaso tiene una caída 
entre correas transportadoras de 5 [m]. Las dimensiones del cajón son de 3,3 [m] de 
largo, 2,1 [m] de ancho y 2,6 [m] de alto. Por su parte la tolva receptora tiene una altura 
de 1,5 [m] y 9,8 [m] de largo.  
 

Figura 1. Diseño actual de chute de traspaso con deflector. 
 
El nuevo diseño de chute de traspaso (Figura 2) a validar conserva una forma similar en 
su cajón, pero se extiende 500 [mm] en su largo. Lo mismo para su embudo. Por otra 
parte, el deflector cambia completamente, el cual direcciona la carga por medio de su 
geometría curva por secciones . Éste posee una mayor capacidad de movilidad lineal y 
angular.  
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Figura 2. Diseño nuevo de chute de traspaso con deflector. 

 
Las correas transportadoras a las que vincula el chute de traspaso poseen características 
similares. Ambas operan a una velocidad no variable de 5,3 [m/s] y un ancho de 1600 
[mm].  
 
El material a transportar es mineral ripio, el cual posee entre un 14% y un 18% de 
humedad. Su densidad es de 1.900 [kg/m3].  
 

2.2. PROCESO. 
 
El proceso por el cual atraviesa el flujo es el mismo para ambos diseños. Este proceso se 
compone de tres partes: descarga, transición y carga. La descarga comienza con el 
material despedido por la correa formando una trayectoria curva  hasta impactar con el 
deflector. El ángulo de impacto entre el material y el deflector varía, de acuerdo a la 
posición que pueda adoptar el deflector. Luego de que el material es recibido por el 
deflector comienza la transición, donde el flujo adquiere una nueva dirección y velocidad.  
 
En la tercera y última etapa, la tolva recibe el flujo y lo centra en la correa receptora. Por 
lo general el material cae a una velocidad menor a la de la correa, sin embargo, 
transcurrido un periodo, alcanza la misma velocidad. Para que el flujo se centre en la 
correa, hay placas de desgaste instaladas bajo la tolva, las cuales guían la carga para que 
conserve su perfil de carga o área transversal, hasta llegar a la descarga de la correa.  
 

3. MODELOS MATEMÁTICOS. 
 

3.1. MÉTODO DE ELEMENTOS DISCRETOS. 
 
El modelo de contacto utilizado en este trabajo es el modelo visco elástico [3]. El valor 
de la componente normal de la constante elástica de rigidez 𝑘! es de 1 ∙ 10![N/m] y la 
componente tangencial de esta constante 𝑘! es un medio de la componente normal. 
 
La constante de amortiguamiento normal 𝑐! se ajustó a un valor de 400 [N∙s/m] lo que 
permite obtener un coeficiente de restitución de 0,005 entre una partícula (d=60 [mm]) y 
una superficie plana, lo que está en concordancia con la alta disipación de energía al 
chocar el material contra el deflector y la correa de carga. La constante de 
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amortiguamiento tangencial 𝑐! se consideró igual a la normal, mientras que el ángulo de 
roce del material, para el cálculo de la fuerza de roce, se fijo en 45°. 
 

3.2. MODELO DE DESGASTE. 
 
El chute de traspaso sufre desgaste principalmente en el deflector, el cual se encuentra 
revestido por elementos de desgaste. El modelo utilizado es el de Archard [4]. De 
acuerdo a este modelo, se puede obtener el volumen desgastado de material entre dos 
superficies en contacto a través de la ecuación 𝑉 = 𝐾 !!∙!

!
 , donde 𝐾 es el coeficiente de 

desgaste, 𝐹! es la fuerza normal , 𝑋 es el desplazamiento relativo entre las  superficies en 
contacto y 𝐻 la dureza del material mas blando.  
 
En este trabajo se calculó un parámetro de desgaste sobre la superficie del deflector, el 
cual es proporcional al valor del desgaste absoluto, igual a 𝐹! ∙ 𝑋 durante el contacto de la 
partícula con la superficie del deflector. Donde 𝐹! = 𝑓! ∙ 𝑛 es la fuerza normal, con 𝑓! 
como la fuerza de contacto ejercida por la partícula sobre la superficie del chute y 𝑛 el 
vector unitario perpendicular a la superficie.  
 

4. VALIDACIÓN DEL DISEÑO DEL CHUTE DE TRASPASO. 
 
La validación del diseño del chute de traspaso se realizó en base a condiciones que se 
deben cumplir para garantizar la continuidad operacional. Entre sus funciones, el 
deflector debe direccionar el flujo del material a través del chute para descargarlo de 
forma centrada y a una velocidad y dirección cercana a la de la correa [2,6]. De no ser 
así, la carga podría caer descentrada en comparación al centro de la correa, lo que podría 
desalinear la banda.  
 
El flujo de material, luego de ser recibido por el deflector debe ser entregado en su 
mayoría a la correa receptora, controlando el flujo para evitar la fuga de material. 
Cumpliendo estas condiciones, el diseño para el chute de traspaso es válido.  
 

5.  RESULTADOS DE LA VALIDACIÓN.  
 

5.1. ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD. 
 
Los recursos computacionales necesarios para realizar simulaciones representativas 
fueron optimizados por medio del análisis de sensibilidad del modelo de desgaste con 
respecto al tamaño de partícula considerado. Para esto, se modeló con tres tamaños de 
partículas diferentes, 40 [mm], 60 [mm] y 80 [mm] de diámetro, cercanos a la 
granulometría real del flujo la cual tiene un promedio de tamaño de partícula de 
aproximadamente ½” y un tamaño de 2” para la partícula más grande.  
 
 
Se buscó la convergencia del mapa de desgaste, además de que los recursos 
computacionales fueran menores. Como se observa en la Figura 3, el parámetro de 
desgaste fue similar en los tres casos, localizándose en la misma zona pero con 
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intensidades diferentes por lo que se escogió la partícula de 60 [mm] de diámetro para 
realizar las siguientes simulaciones.  
 

Figura 3. Mapas de parámetro de desgaste (𝐹! ∙ 𝑋)  del deflector donde los ejes x e y 
indican el número de partes en el que se separo el campo analizado. El rango de grises 

indica el parámetro desgastado en la zona analizada. Las figuras a), b) y c) corresponden 
a las simulaciones hechas para los diámetros y un diámetro de 40 [mm], 60 [mm] y 80 

[mm] respectivamente, con un flujo de 8.500 [Tn/hr]. 
 

5.2. MODELACIÓN DEL CHUTE DE TRASPASO 
 
Se realizaron cinco simulaciones en total para un flujo de 8.500 [Tn/hr] y un diámetro de 
partícula de 60 [mm]. Dentro de estas simulaciones se contempló un cambio en la 
posición lineal y angular del nuevo deflector con el fin de alcanzar la validación del 
nuevo diseño.  
 
El primer caso es la simulación del diseño actual del chute de traspaso. Desde el segundo 
al quinto se observan las simulaciones para el nuevo diseño de chute de traspaso variando 
la posición del deflector. El segundo caso corresponde al deflector en su posición de 
diseño. En el tercer caso hay una traslación de 300 [mm] a la derecha y para el cuarto 
caso hay una inclinación de más 18º respecto a su posición inicial y traslación de 400 
[mm] a la izquierda y por último una inclinación de más 11º respecto a su posición inicial 
y traslación de 500 [mm] a la izquierda para el quinto caso. Estos resultados se observan 
en la Figura 4.   
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Figura 4. Visualización modelaciones del chute de traspaso con el rango de velocidades 

horizontales que alcanzan las esferas como se aprecia en la Figura f). La Figura a) 
muestra la simulación del diseño actual del chute de traspaso. La Figura b) muestra la 
simulación del nuevo diseño del chute de traspaso con el deflector en su posición de 

diseño. En la Figura c) se observa la simulación del diseño nuevo con el deflector 
trasladado 300 [mm] a la derecha. La Figura d) muestra el diseño nuevo con el deflector 

400 [mm] a la izquierda con una inclinación de más 18º respecto a su posición inicial. Por 
último la Figura e) muestra el caso donde el deflector es posicionado 500 [mm] a la 

izquierda con una inclinación de más 11º respecto a su posición inicial. 
 
La Figura 5 presenta la descarga y parte de la transición del proceso, para cada uno de los 
casos. Es posible apreciar que el ángulo de impacto en el primer caso es mayor a los 
cuatro otros casos. La velocidad del flujo para todos los casos disminuye y cambia de 
dirección luego del impacto con el deflector. No obstante, solo en el primer caso es donde 
el flujo se mantiene compacto luego de colisionar con el deflector. 
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Figura 5. Visualización de la descarga y parte de la transición para los cinco casos con el 
rango de velocidades horizontales que alcanzan las esferas como se aprecia en la Figura 

f). La figura a) muestra la simulación del diseño actual del chute de traspaso. La Figura b) 
muestra la simulación del nuevo diseño del chute de traspaso con el deflector en su 
posición de diseño. En la Figura c) se observa la simulación del diseño nuevo con el 

deflector trasladado 300 [mm] a la derecha. La Figura d) muestra el diseño nuevo con el 
deflector 400 [mm] a la izquierda con una inclinación de más 18º respecto a su posición 

inicial . Por último la Figura e) muestra el caso donde el deflector es posicionado 500 
[mm] a la izquierda con una inclinación de más 11º respecto a su posición inicial. 

 
En la Figura 6 se observa la carga del material sobre la correa receptora para los cinco 
casos. En todos los casos el material es capturado por la correa receptora, sin embargo en 
el primer caso se observa una acumulación de material mayor a la de los otros casos. 
Además en el primer caso también se aprecia que el material demora más en alcanzar al 
velocidad de la correa, es decir 5,3 [m/s], no así en los otros casos. El material es 
descargado de forma más compacta en el primer caso, no así en los casos restantes. 
 

217



 
Figura 6. Visualización de la descarga y parte de la transición para los cinco casos con el 
rango de velocidades horizontales que alcanzan las esferas como se aprecia en la Figura 

f). La figura a) muestra la simulación del diseño actual del chute de traspaso. La Figura b) 
muestra la simulación del nuevo diseño del chute de traspaso con el deflector en su 
posición de diseño. En la Figura c) se observa la simulación del diseño nuevo con el 

deflector trasladado 300 [mm] a la derecha. La Figura d) muestra el diseño nuevo con el 
deflector 400 [mm] a la izquierda con una inclinación de más 18º respecto a su posición 

inicial. Por último la Figura e) muestra el caso donde el deflector es posicionado 500 
[mm] a la izquierda con una inclinación de más 11º respecto a su posición inicial. 

 
Cabe destacar que la cohesión no fue considerada, debido a que el modelo de contacto no 
lo contempla, por lo que un posible atollo debido a la cohesión del material no puede ser 
analizado. 
 

6. CONCLUSIONES.  
 
En este trabajo se desarrollo la validación de un nuevo diseño de chute de traspaso el cual 
debe cumplir condiciones definidas en el punto 4, para garantizar una mayor continuidad 
operacional a la del chute actual. Las simulaciones realizadas arrojan diferencias entre el 
diseño del chute actual y el nuevo. Una de ellas es la mejora en la disminución del tiempo 
que demora el material en alcanzar la velocidad de la correa, apreciable en las 
simulaciones realizadas con el nuevo diseño, por lo que es probable que se reduzca el 
desgaste en la correa. Por otra parte para todos los casos del nuevo diseño de chute de 
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traspaso, el ángulo de impacto es menor al recibir el material. Además las probabilidades 
de que exista alguna obstrucción o atollo disminuyen ya que el impacto con el deflector 
se produce a una mayor distancia desde el punto de expulsión del material de la correa 
como se observa en las simulaciones. Las proyecciones para esta investigación, 
actualmente en curso, están fijadas en realizar ajustes a las variables de diseño del 
traspaso.  
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RESUMEN

Un problema que puede producirse en una turbina impulsiva Pelton horizontal es el movimiento
axial excesivo del eje, el cual puede producir daños en los descansos que limitan el movimiento
axial del eje. Para analizar este problema, se realiza un estudio de las fuerzas de origen hidráuli-
co en la cuchara de la turbina y de las fuerzas de origen magnético en la unidad generadora, que
son las principales fuerzas axiales sobre el rotor. Actualmente en la literatura existe gran varie-
dad de publicaciones [1-4] que describen mediante el uso de CFD la interacción del fluido con
la turbina Pelton, sin embargo se realizan en condiciones nominales y no presentan movimiento
ni fuerzas axiales. En el presente trabajo se propone un modelo dinámico de un grado de liber-
tad, en donde se presenta su desarrollo, solución y simulación. Los parámetros utilizados para
la simulación consideran la geometría de una turbina Pelton real, sin embargo no fue posible
conseguir las condiciones de operación por lo que las simulaciones realizadas solo representan
el comportamiento del sistema. Los resultados obtenidos presentan diferencias entre los casos
considerados, y plantean un primer paso en el análisis de un problema que no se encuentra
disponible en la literatura.

1. INTRODUCCIÓN

La industria de generación de energía es una de las más importantes en nuestra socie-
dad, debido a esto es de vital importancia el correcto funcionamiento de instalaciones
de generación de energía. Un problema encontrado en turbinas Pelton con configuración
de eje horizontal es el movimiento oscilatorio del rotor en su dirección axial, el cual
puede llegar a ser significativo y dañar descansos o incluso la unidad generadora. En la
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literatura está bien documentado el funcionamiento de la turbina Pelton en condiciones 

nominales, [1] estudia el chorro de agua a la salida del inyector, [2-3] estudian el 

comportamiento del rodete mediante métodos CFD, y [4] estudia el uso de un método de 

partículas finitas para simular el comportamiento de la turbina Pelton. Sin embargo no 

existe actualmente un estudio donde se analice el problema descrito, debido a esto no hay 

herramientas que permitan explicar su causa raíz, ni como cuantificar su severidad. 

El objetivo principal del presente trabajo es generar un modelo dinámico que describa el 

movimiento en la dirección axial, de manera que a futuro sea posible obtener 

información relevante que permita detectar el problema y cuantificar su intensidad. 

 

2. FUERZA HIDRÁULICA AXIAL 

En condiciones normales, la cuchara de la turbina Pelton es impactada por un chorro de 

agua a alta velocidad, dicho chorro se divide de manera uniforme en dos partes debido al 

corta aguas de la cuchara. Si se desplaza la cuchara en una distancia 𝑧 en la dirección 

axial con respecto al chorro de agua, el chorro no es dividido de manera uniforme como 

se observa en la figura 1:  

 
Figura 1. Chorro de agua sobre la cuchara. 

A partir de la conservación de la cantidad de movimiento la fuerza sobre el chorro de 

agua está dada por: 

 𝐹 =
𝑑 𝑚  𝑣 

𝑑𝑡
=  𝑚  𝑣 𝑠𝑎𝑙 −  𝑚  𝑣 𝑒𝑛  (1) 

Cuando el chorro de agua está apropiadamente alineado con el corta aguas, la velocidad a 

la entrada de la cuchara en la dirección axial es cero, mientras que a la salida, debido a 

que el flujo se divide de manera uniforme en ambos sentidos de la dirección axial, se 

cancelan entre sí, y por lo tanto la fuerza en la dirección axial es nula. En el caso de 

estudio este no es el caso, tomando la figura 1 como ejemplo se puede observar en el área 
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proyectada del chorro de agua que 𝐴𝐿 > 𝐴𝑅 , lo que implica 𝑄𝐿 > 𝑄𝑅, por lo tanto 

reemplazando en la ecuación (1) se tiene la siguiente expresión:  

 𝐹 ,𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙 =  𝜌 𝑣2  𝑠𝑒𝑛 𝛽   𝑄𝐿 − 𝑄𝑅  (2) 

Se desarrolla la ecuación (2) utilizando el área proyectada del chorro de agua, de esta 

forma y reordenando los términos se llega a la siguiente expresión que representa la 

fuerza que ejerce el  chorro de agua sobre la cuchara, en la dirección del movimiento:  

 𝐹 ,𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙  𝑧 =  𝜌 𝑣2
2  𝑠𝑒𝑛 𝛽  𝑅2   𝜋 − 2𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠  

𝑧

𝑅
 + 2

𝑧

𝑅
𝑠𝑒𝑛(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠  

𝑧

𝑅
   (3) 

La ecuación (3) describe el comportamiento cuando una cuchara es impactada 

directamente por el chorro de agua, sin embargo en la realidad el movimiento rotatorio 

del rodete provoca que el chorro esté en contacto con una o múltiples cucharas al mismo 

tiempo, por lo tanto la fuerza axial no solo depende del desplazamiento. 

Para incorporar el efecto se utiliza de referencia un estudio realizado en CFD [4], en 

donde la interacción del chorro de agua con la cuchara son el enfoque principal, en donde 

el torque ejercido sobre la cuchara se puede representar como una función periódica que 

se repite a la frecuencia de paso de la cuchara de la turbina, y por lo tanto puede ser 

representada como una serie de Fourier:  

 𝑥 𝑡 = 𝑎0 +  𝑎𝑛 cos 𝑛2𝜋𝑓0𝑡 
∞
𝑛−1 +  𝑏𝑛 sen 𝑛2𝜋𝑓0𝑡 

∞
𝑛−1  (4) 

Suponiendo a modo de simplificación que la fuerza axial varía en la misma proporción 

que el torque sobre la cuchara, se puede representar entonces la fuerza hidráulica axial 

total como la suma de la fuerza axial determinada en la ecuación (3), y la variación de la 

fuerza con respecto al tiempo producto del giro del rodete:  

 𝐹 ,𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙  𝑧, 𝑡 = 𝐹 ,𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙  𝑧 + 𝐹 ,𝑣𝑎𝑟  𝑡  (5) 

3. FUERZA MAGNÉTICA AXIAL 

El movimiento en la dirección axial genera una reacción en el sistema rotor-estator del 

generador, la cual busca mantener al rotor y al estator magnéticamente alineados en su 

posición de mínima reluctancia. Para cuantificar la fuerza de origen magnético se utiliza 

el proceso de conversión de energía electromecánica, en donde la energía eléctrica 

entregada a un circuito magnético cerrado se convierte en energía mecánica.  

 𝑑𝑊𝑓𝑙𝑑 = 𝑑𝑊𝑒𝑙𝑒𝑐 − 𝑑𝑊𝑚𝑒𝑐  (6) 

La variación de la energía magnética 𝑊𝑓𝑙𝑑  almacenada en el circuito magnético es igual a 

la variación de energía mecánica 𝑊𝑚𝑒𝑐  producida por la energía eléctrica 𝑊𝑒𝑙𝑒𝑐 , teniendo 

además en cuenta que el movimiento axial del rotor es pequeño en comparación con el 
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tamaño del generador, el problema es considerado con un flujo magnético 𝜙 constante, y 

la fuerza depende de la variación de la reluctancia ℛ, producto del movimiento:  

 𝐹𝑚 ,𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙  𝑧 = −
1

2
𝜙2 𝜕ℛ 𝑧 

𝜕𝑧
 (7) 

La reluctancia del sistema depende de la geometría del sistema en donde interactúa el 

flujo magnético, por lo tanto la geometría propuesta para desarrollar la ecuación (7) 

corresponde a la figura 2, considerando el rotor como un cilindro interno y el estator 

como un cilindro externo de diámetros 𝐷𝑟  y 𝐷𝑠 respectivamente, esta simplificación es 

realizada para generalizar el generador, cuya geometría fina no siempre está disponible, 

otra simplificación realizada es que el flujo magnético que fluye entre el rotor y el estator 

no es perturbado, es decir, no existen fugas de flujo. 

 

Figura 2. Geometría representación sistema rotor-estator. 

La reluctancia de la geometría propuesta depende del radio medio 𝑅𝑚  entre el rotor y el 

estator, además del juego 𝛿 que existe entre ambos. Suponiendo además que el rotor y el 

estator poseen el mismo largo 𝐿, se tiene entonces:  

 ℛ 𝑧𝑟𝑠 =
𝛿

𝜇0  2𝜋   𝐿 𝑅𝑚 − 𝑧𝑟𝑠    𝑅𝑚 −𝛿  
 (8) 

Reemplazando (8) en la ecuación (7), y derivando se obtiene la fuerza axial que ejerce el 

estator sobre el rotor, además teniendo en cuenta que esto corresponde a un solo polo, la 

fuerza es multiplicada por el número de polos del generador:  

 𝐹𝑚 ,𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙  𝑧 = −
1

4
 

𝑧𝑟𝑠

 𝑧𝑟𝑠  
  𝑁𝑝𝑝  

𝜙2  𝛿   𝑅𝑚 −𝛿 

𝜇0  𝜋   𝐿 𝑅𝑚 − 𝑧𝑟𝑠    𝑅𝑚 −𝛿  
2 (9) 
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4. MODELO DE UN GRADO DE LIBERTAD 

Se propone utilizar un sistema dinámico de un grado de libertad para describir el 

movimiento, en donde el rotor de la turbina tiene un comportamiento rígido en la 

dirección axial. En donde la rigidez y el amortiguamiento del sistema es aportado por los 

descansos de la instalación, y la masa del sistema corresponde a la turbina. Las fuerzas 

que excitan el sistema corresponden a las vistas anteriormente en el capítulo 2 y 3 las 

cuales tienen origen hidráulico y magnético, representando el sistema en la figura 3:  

 
Figura 3. Modelo de un grado de libertad. 

Se desarrolla la ecuación del movimiento del sistema de un grado de libertad utilizando 

la segunda ley de Newton, por lo tanto se reemplaza (5) y (9) en (10), y se obtiene: 

 𝑀 𝑧 =  𝐹 (10) 

 𝑀 𝑧 + 𝑐𝑡  𝑧 + 𝑘𝑡  𝑧 = 𝜌 𝑣2
2  𝑠𝑒𝑛 𝛽  𝑅2   𝜋 − 2𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠  

𝑧

𝑅
 + 2

𝑧

𝑅
𝑠𝑒𝑛  arccos  

𝑧

𝑅
    (11) 

 + 𝐹 ,𝑣𝑎𝑟  𝑡 −
1

4
  

𝑧𝑟𝑠

 𝑧𝑟𝑠  
 

𝑁𝑝𝑝  𝜙2  𝛿   𝑅𝑚 −𝛿 

𝜇0  𝜋 𝐿 𝑅𝑚 − 𝑧𝑟𝑠   𝑅𝑚 −𝛿  
2  

Una particularidad del problema es que los descansos utilizados en turbinas Pelton de 

gran tamaño, son descansos hidrodinámicos para soportar las cargas requeridas y 

mantener factores como la fricción al mínimo. Sin embargo, el comportamiento de 

dichos descansos en la dirección axial no se encuentra documentado en la literatura, lo 

que entrega dificultades a la hora de determinar los coeficientes de rigidez y 

amortiguamiento que los descansos le ofrecen al sistema. Una suposición sobre lo que 

ocurre en la realidad es que tanto la rigidez como el amortiguamiento tienen un 

comportamiento similar a las componentes en la dirección radial, teniendo un 

comportamiento no lineal que aumenta con rapidez llegado cierto límite en la 

excentricidad, o en el caso de la dirección axial el desplazamiento. Debido a que no se 

tiene información confiable que permita verificar lo que ocurre, y además como no es el 

enfoque de este trabajo, se utilizan valores constantes para ambos coeficientes a manera 

de simplificación. 
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5. SIMULACIONES 

La ecuación del movimiento (11) que describe el comportamiento del sistema es una 

ecuación diferencial de segundo orden, la cual se resuelve numéricamente utilizando el 

método de Adam-Bashforth de orden variable y paso múltiple. Previo a realizar las 

simulaciones se identifican dos casos distintos para el movimiento, el primero supone 

que la línea de centro del chorro de agua y la línea de centro de la cuchara de la turbina 

se encuentran alineadas, y lo mismo es cierto para el sistema rotor estator, es decir 

𝑧 = 𝑧𝑟𝑠 , por lo que se le da un desplazamiento inicial al sistema 𝑧0 para evaluar su 

respuesta. 

El segundo caso supone que la línea de centro del chorro de agua y la línea del centro de 

la cuchara de la turbina se encuentran alineadas, sin embargo el sistema rotor estator se 

encuentra desalineado, es decir 𝑧 = 0 y 𝑧𝑟𝑠 = 𝑧0, lo que provoca el movimiento de la 

instalación. Esta situación que se presenta para el segundo caso proviene del hecho que 

durante el montaje de las instalaciones el chorro de agua y la cuchara son alineados 

correctamente, sin embargo esta operación se realiza sin poner en marcha el generador, 

por lo que no se puede asegurar que el generador se encuentra magnéticamente alineado 

previo a poner en marcha la instalación. Ambos casos son representados en la figura 4 y 

5 respectivamente con un desplazamiento exagerado solo para ilustrar la situación: 

  
   a)      b) 

Figura 4.  a) Posición inicial b) Desplazamiento inicial 𝑧0. 

 

  
   a)      b) 

Figura 5. a) Desalineamiento magnético inicial 𝑧0. b) Posición de equilibrio estático. 
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Los parámetros geométricos elegidos para la simulación fueron basados en una turbina 

real, sin embargo no fue posible conseguir los parámetros de operación, por lo que se 

realiza una simulación suponiendo las condiciones de operación para observar el 

comportamiento del sistema: 

Tabla 1. Parámetros escogidos para la simulación. 

Fuerza axial hidráulica Fuerza axial Magnética 

Radio del chorro de agua 

𝑅 [𝑚] 
0.1 

Densidad de flujo magnético 

máximo 

𝐵𝑚𝑎𝑥   𝑇  
0.8 

Altura neta 

𝐻𝑁   𝑚  
200 

Longitud del generador 

𝐿 _ 𝑚  
0.5 

Velocidad angular 

𝜔  𝑅𝑃𝑀  
360 

Diámetro del estator 

𝐷𝑠   𝑚  
1.0 

Diámetro medio del rodete 

𝐷𝑚   𝑚  
2.0 

Diámetro del rotor 

𝐷𝑟   𝑚  
0.9 

Número de cucharas 

𝑍 
19 

Frecuencia eléctrica 

𝑓𝑒𝑙𝑒𝑐   𝐻𝑧  
60 

Datos Turbina 

Masa 𝑀  𝑘𝑔  12,400 

Rigidez Descansos 𝑘𝑡  
𝑁

𝑚
  1 ∙ 106 

Amortiguamiento Descansos 𝑐𝑡  
𝑁 𝑠

𝑚
  0 

 

El caso simulado corresponde a una vibración no amortiguada, la respuesta del sistema se 

puede observar en las figuras 6 y 7, en donde se indica el caso utilizado para la 

simulación. Como se puede observar el sistema en el primer caso tiene un 

comportamiento parecido al de un resorte duro o blando, en donde presenta múltiplos 

impares de la frecuencia de oscilación del rotor de la turbina.  

Una diferencia notoria en el comportamiento es que en el segundo caso se presentan 

tanto múltiplos pares como impares de la frecuencia de oscilación. En el segundo caso se 

observa además que se desplaza la posición con respecto a la cual oscila el rotor, debido 

al desalineamiento del sistema rotor-estator. La presencia de bandas laterales que se 

pueden observar en el espectro con escala logarítmica en ambos casos son producto de la 

fuerza magnética, la cual no es una función continua, y de la modulación de la fuerza 

hidráulica axial.  

Cabe destacar que la velocidad de giro del rotor, y la frecuencia de la oscilación no están 

relacionadas directamente, en donde las componentes múltiplos de la velocidad de giro 

del rotor solo aparecen como consecuencia de la modulación de la fuerza hidráulica en el 

modelo propuesto a una baja amplitud. 
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   a)      b) 

 
c) 

Figura 6. Caso 1 Desplazamiento 𝑧0 = 1 𝑚𝑚   
a) Forma de onda. b) Espectro del desplazamiento. c) Espectro escala logarítmica. 

 
   a)      b) 
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c) 

Figura 7. Caso 2 Desplazamiento 𝑧0 = 1 𝑚𝑚   
a) Forma de onda. b) Espectro del desplazamiento. c) Espectro escala logarítmica. 

6. CONCLUSIONES 

 Los factores considerados por el modelo propuesto en el presente trabajo son la 

fuerza hidráulica en la dirección axial, y la fuerza magnética en la dirección axial, 

las cuales son las principales responsables del movimiento. 

 Si bien fue posible llegar a un modelo que permite representar el movimiento, 

actualmente no existe información suficiente sobre fenómenos en la dirección 

axial, como es en el caso de los descansos hidrodinámicos, por lo que se 

realizaron simplificaciones que pudieran afectar la efectividad del modelo. 

 Las simulaciones muestran que el comportamiento del modelo frente al caso uno 

muestra un comportamiento similar al de un resorte duro o blando, en donde su 

rigidez varía con el desplazamiento y se reconoce por sus componentes a 

múltiplos impares de la frecuencia de oscilación. Mientras que el segundo caso 

también presenta dichas componentes, además de la presencia de múltiplos pares 

de la frecuencia de oscilación del rotor. 

 El movimiento se produce principalmente a la frecuencia del movimiento axial 

1X, en donde sus demás componentes son pequeñas en comparación. Se atribuye 

los múltiplos impares de la frecuencia 1X al comportamiento de resorte duro. 
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RESUMEN

El intensivo uso de camiones para trasportar mineral en faenas de extracción de cobre a rajo
abierto, unido al alto costo de las tolvas (aproximadamente 120.000 USD), son poderosas razo-
nes para estudiar el deterioro durante la operación de los equipos involucrados en este proceso.
Específicamente, dentro de las fases del transporte de material en camiones, la descarga resul-
ta ser la más agresiva en términos de abrasión [1]. En este proceso las placas de la superficie
inferior de la tolva resultan fuertemente dañadas, principalmente en la zona cercana al borde
de salida del material. El objetivo de este estudio es crear un modelo que prediga las zonas de
mayor desgaste relativo de la superficie inferior de la tolva. Con este fin se utilizó el método
de elementos discretos para simular el flujo de material durante la descarga de la tolva [2] y el
modelo de desgaste de Archard [3], adaptado a escala micro, para aplicarlo a la colisión entre
las partículas de material y la superficie de la tolva.

1. INTRODUCCIÓN

El costo de las pérdidas por abrasión ha sido estimado en un 4% del producto bruto nacional de
una nación industrializada [4]. Específicamente, las aplicaciones industriales de movimiento de
tierras, rocas o diferentes minerales deben lidear con los problemas causados por la abrasión en
un área donde los volúmenes de producción están constantemente subiendo [5].
El fuerte proceso de desgaste en tolvas de camiones en la industria minera tiene relación directa
con el flujo de material granular durante la operación de la tolva [1]. Recientemente ha sido
introducido en Método de Elementos Discretos para establecer la relación entre el flujo de
material granular y el desgaste sobre la superficie de las tolvas [1].
El objetivo del presente estudio es crear un modelo para predecir el área de mayor desgaste
relativo sobre la superficie inferior de una tolva de transporte de mineral. Con este propósito
se simuló el flujo de material granular a través del Método de Elementos Discretos durante la
descarga de material. Además, se incorporó una adaptación al modelo de desgaste de Archard
[3], para calcular el desgaste a escala micro durante cada colisión entre las partículas del mineral
y la superficie de la tolva.
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2. CONFIGURACIÓN NUMÉRICA

2.1. Geometría

La geometría de la tolva corresponde a una real, construida a partir de una base plana e inclinada,
cerrada en todos sus lados por medio de paredes salvo en el lado correspondiente a la salida del
material, como se muestra en la figura 1. Adicionalmente, la tolva posee una estructura de
protección para la cabina del conductor. La placa base mide 8,3[m] de largo y posee un ancho
de 7,5[m]. El ángulo de inclinación de la placa de fondo con respecto a la horizontal para la
posición inicial es β1 = −11,2o, mientras que al final de la descarga corresponde a β2 = 75o

(ver fig. 1).

β
a

b

Figura 1: Geometría para tolva minera. La placa base mide a = 8,3[m] de largo y su ancho es b = 7,5[m]. El ángulo
de inclinación de la placa de fondo con respecto a la horizontal para la posición inicial es β1 = −11,2o, mientras
que al final de la descarga corresponde a β2 = 75o.

Dos grupos de partículas fueron consideradas en este estudio, ambas extraídas desde la distribu-
ción de tamaños de partícula muestreda en la faena. El primer grupo está dado por la distribución
dada en la tabla 1.

d [m] Volumen [%]
0,4 12

0,225 49
0,125 39

Tabla 1: Distribución de tamaño de partículas.

La distribución de la tabla 1 considera las partículas de mayor tamaño contenidas en el 78% en
volumen de la muestra, para bajar el gran costo computacional asociado al cálculo de una gran
cantidad de partículas pequeñas.
El segundo grupo de partículas simuladas posee un diámetro constante para todo el medio gra-
nular, el cual es dm = 0,21[m] y se obtuvo desde la tabla 1 ponderando cada volumen relativo
correspondiente a los diferentes tamaños de partícula.
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2.2. Descripción del proceso

El trabajo de rutina para tolvas en una mina a rajo abierto tiene en general las siguientes etapas:
carga de la tolva con mineral, transporte del mineral y descarga en el lugar designado. Las pri-
meras dos etapas son menos agresivas en terminos de desgaste para las tolvas que la última. En
la carga del camión por medio de palas mecánicas, la primera capa de mineral actúa como una
capa protectora contra el impacto de las siguientes capas de material. Por su parte el trasporte
del mineral no produce un desgaste significativo en la tolva, ya que en este proceso no existe
desplazamiento relativo entre el mineral y la superficie de la tolva. Finalmente, durante la des-
carga de mineral el deslizamiento de material produce desgaste principalmente en la placa de
fondo de la tolva [1].
La descarga de la tolva ocurre en dos fases. En la primera, la placa de fondo de la tolva pasa
desde el ángulo más bajo hacia el más alto (de β1 a β2), con velocidad rotacional constante. Este
proceso tarda aproximadamente 15 segundos para el caso de estudio analizado en el presente
trabajo. Luego existe un corto lapso de tiempo, que va desde 5 hasta 10 segundos aproximada-
mente, donde la tolva permanece detenida en el ángulo β2, para eliminar pequeñas cantidades
de fino. Esta parte del proceso no produce un desgaste significativo sobre la tolva.

3. MODELO DE DESGASTE

3.1. Cálculo del desgaste

El modelo de desgaste se basa en el propuesto por Archard [3], el cual corresponde a una
relación para estimar el desgaste entre dos superficies rugosas deslizando durante contacto per-
manente. Esta relación está dada por la ecuación V = K FNX

H , donde V es el volumen desgastado,
K es el coeficiente de desgaste, FN es la fuerza normal, H es la dureza de la superficie más
blanda y X es la distancia de deslizamiento.
En el presente trabajo el modelo de Archard fue adaptado para micro escala considerando las
colisiones entre esfera y superficie con FN = �fc ·�n, donde �fc corresponde a la fuerza de con-
tacto ejercida por una esfera sobre la superficie S y �n es el vector unitario perpendicular al
plano (ver figura 2). Un deslizamiento infinitesimal durante el contacto puede ser escrito como
dX = |�vc|cosθdt, donde�vc =�vcp −�vcs es la velocidad relativa en el punto de contacto entre la
superficie (con velocidad �vcs) y la parte de la partícula que toca el plano (con velocidad �vcp),
mientras que θ es el ángulo entre�vc y el plano S (ver figura 2).

fc

n

vcs

vcp

vcθ

S

L

Figura 2: Colisión partícula-superficie indicando los vectores de velocidad, fuerza y normal al plano.
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3.2. Modelo de elementos discretos

El modelo para simular las interacciones grano-grano y entre granos y la superficie de la tolva,
corresponde a uno de dinámica molecular para partículas esféricas [2]. Las fuerzas de contacto
aplicadas durante las colisiones son de tipo visco-elásticas en la dirección normal y tangencial,
considerando además fricción tipo Coulomb en la dirección tangencial.
La constante elástica normal fue kn = 1 ·106[N/m]. Este valor fue fijado para permanecer dentro
del límite de partículas duras. La constante elástica tangencial fue fijada en kt = 0,5kn, mientras
que los términos disipativos fueron fijados en función de obtener un coeficiente de restitución
en el rango de [0,26;0,81]. La constante de roce de Coulomb fue µp = 0,5.

4. RESULTADOS

Los resultados del modelo de desgaste propuesto en este trabajo fueron comparados con datos
de desgaste recolectados desde una tolva industrial durante un periodo de operación de dos
años. Las mediciones fueron hechas para una faena minera a tajo abierto ubicada en la Región
de Antofagasta, Chile.
La figura 3 muestra las curvas de nivel para el espesor de desgaste relativo e/�e� sobre la placa
base de la tolva. En la expresión anterior e corresponte al espesor desgastado y �e� al desgaste
promediado en toda la supeficie de la tolva. Estas curvas de nivel fueron obtenidas para las
mediciones (figuras a y b) y el modelo (figura c y d). La figura 3.a muestra el desgaste relativo
luego de un año de operación de la tolva, mientras que la figura 3.b considera dos años de
operación. Existe una gran diferencia entre estas dos figuras dada por el mayor desgaste presente
en la figura 3.b sobre los ejes x = −1,2[m] and x = 1,2[m]. La causa más probable de esta
diferencia corresponde al daño estructural después de dos años de trabajo, especialmente por
undimiento de las placas en esta zona. Por esta razón solo se consideró la figura 3.a para la
comparación con el modelo numérico.
Por otro lado, la figura 3.c muestra las curvas de nivel del desgaste usando partículas con la
distribución de tamaños dada en la tabla 1, mientras que la figura 3.d considera partículas con un
diámetro dm = 0,21[m], el cual corresponde al promedio de esta tabla. Las curvas de nivel para
estos dos casos son muy similares, lo cual significa que no existe un efecto de la distribución de
tamaño sobre el desgaste asociado al modelo numérico.
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Figura 3: Curvas de nivel para el desgaste relativo sobre la placa de fondo de la tolva con x e y en metros. El eje
y = 0 representa la zona de salida de la tolva. Las figuras a) y b) representan mediciones de el espesor desgastado e
sobre el valor de la media espacial �e�. La figura a) considera un año de trabajo, mientras que la figura b) considera
dos años. La figura c) y d) representan los campos de la variable e/�e� obtenidos a través del modelo numérico.
La figura c) considera la distribución de partículas dada en la tabla 1, mientras que la figura d) considera partículas
con diámetro dm = 0,21[m], correspondiente al promedio ponderado de la tabla 1. Las líneas negras segmentadas
en las figuras c) y d) representas los limites de la zona donde las mediciones fueron tomadas para la tolva real.

Se compararon además las figuras 3.a y 3.c dentro de la zona delimitada por la línea segmentada,
la cual representa la zona donde fueron realizadas las mediciones de desgaste dentro de la tolva
real. De esta comparación es posible constatar que solo existen gradientes de desgaste relativo
en la dirección del eje y, tanto para las mediciones como para el modelo. Por otra parte, se
aprecia una diferencia importante en la magnitud de estos gradientes, siendo bastante mayores
para el modelo. Esta diferencia es más clara en la figura 4, donde se grafica el desgaste relativo
para diferentes posiciones de la coordenada y en la zona central de la placa. En esta figura
se aprecia que el modelo capta el aumento del desgaste en la zona de salida de la tolva, pero
incrementa la pendiente de esta curva con respecto a los datos experimentales.

233



6

� � � � � � � � �
���

���

���

���

���

�

�

���

���������������������������
�

������������������������������

����������

Figura 4: Desgaste relativo e/�e� promediado para diferentes posiciones de la coordenada y tomando el 50% de la
zona central de la placa de fondo de la tolva.

5. CONCLUSIONES

La principal conclusión corresponde a que el modelo numérico entrega la tendencia de la curva
de desgaste longitudinal de la tolva, pero incrementa el valor de la pendiente. Específicamente,
el modelo captura el aumento del desgaste a la salida de la tolva pero exagera su valor.
Otra conclusión es que no existe un efecto significativo sobre el desgaste asociado a considerar
un medio granular con un solo tamaño promedio de partícula en vez que usar la distribución gra-
nulométrica. Esto es relevante para bajar el costo computacional, ya que el número de partículas
disminuye usando un solo tamaño de grano.
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RESUMEN

Debido a las altas emisiones que producen los sistemas de calefacción que se utilizan actual-
mente en Chile, como estufas a leña y parafina, se hace necesario analizar el uso de sistemas
de calefacción menos contaminantes y más eficientes como las bombas de calor. Las bombas
de calor además de la calefacción pueden también usarse para el calentamiento de agua sani-
taria y si son reversibles pueden utilizarse para enfriar la vivienda en época de verano, por lo
que podrían suplir todas las demandas térmicas de una vivienda. Para evaluar el desempeño
de este sistema se utiliza TRNSYS, el cual es un software utilizado para evaluar el desempeño
dinámico de viviendas, equipos y sistemas utilizando una aproximación modular para modelar
cada uno de sus componentes. Se simula la vivienda con una bomba de calor acoplada a esta,
con el objetivo de evaluar el consumo energético anual en calefacción, energía eléctrica, rendi-
miento estacional y las emisiones de CO 2 equivalentes de este sistema. Se evalúa un sistema
de calefacción con una bomba de calor aire-agua en la ciudad de Concepción con dos tipos
de unidades terminales: radiador y piso radiante. Se simula el sistema acoplado considerando
la interacción entre la vivienda, la bomba de calor, unidad terminal y el sistema de control. El
sistema con bomba de calor y radiadores como unidad terminal arrojan un COP (Coefficient Of
Performance) estacional de 2.31 con una emisión anual equivalente de CO 2 de 1,41 toneladas
y el sistema con piso radiante un COP de 3.0 con una emisión de CO 2 anual de 1.16 toneladas.
En términos de emisiones y consumo de energía primaria, la bomba de calor arroja los mejores
indicadores.
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1. INTRODUCCIÓN 

 

Considerando los altos costos de la energía y los problemas de contaminación ambiental 

que tiene nuestro país, se hace necesario investigar alternativas de calefacción 

domiciliaria que disminuyan tanto el uso de combustibles fósiles y de otros como la 

biomasa para reducir las emisiones locales de contaminantes. Por lo anterior se propone 

realizar un estudio mediante una simulación numérica de un sistema de calefacción con 

bomba de calor utilizando dos tipos de unidades terminales: radiador y piso radiante. De 

este modo, este artículo busca generar una evaluación preliminar de este tipo de sistema. 

La evaluación consiste en determinar el coeficiente de desempeño estacional (SCOP) y 

los flujos de energía asociados a este tipo de sistema. La modelación es realizada 

utilizando el programa TRNSYS [1] en el que se usan los datos meteorológicos 

entregados por Meteonorm [2] para un año típico. 

 

2. DEFINICIÓN DE LOS MODELOS DE SIMULACIÓN 

 

2.1 MODELO DE LA CASA 

 

La vivienda simulada es la que se muestra en la Figura 1, corresponde a una casa pareada 

de 1 piso de 40,9 m
2
. En dicha Figura se muestra la orientación de esta vivienda. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1: Modelo creado en Sketchup y TRNSYS TRNBuild. 

 

El modelo geométrico de la vivienda es desarrollado en Google Sketchup [3] para 

considerar la sombra que pueden generar los alerones y el entorno de la casa, tal como se 

muestra en la Figura 2. Este modelo 3D es luego importando en TRNSYS TRNBuild, 

utilizando el modelo Type 56a multizona de TRNSYS. Se han considerado dos zonas 

térmicas para cada casa, una zona interior y una zona para el entretecho de la casa. 

 

En este análisis sólo se considera que la vivienda ubicada del lado oeste es 

calefaccionada, la otra zona se dejan con una temperatura flotante. 
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Figura 2: Modelo creado en Sketchup y TRNSYS TRNBuild. 

 

2.2 MODELO DE LA BOMBA DE CALOR 

 

La bomba de calor es una bomba de tipo aire-agua y es modelada utilizando la proforma 

Type 917 de TRNSYS. En el modelo se ha considerado el efecto de la condensación de la 

humedad del aire ambiente sobre la superficie del evaporador. Este modelo determina el 

COP de la bomba de calor con la siguiente ecuación: 

 

   
auxcontrollerblowercompressor

auxliq

h
WWWW

QQ
COP 






             (1) 

 

En este caso no se ha considerado un equipo auxiliar por lo que el aporte y consumo 

asociado a este es igual a cero. Los parámetros del modelo se obtienen de una bomba de 

calor agua-aire de la marca Viessmann, manteniendo los factores de corrección por 

defecto que se proponen en este modelo. Esta corresponde a una bomba de calor de una 

potencia de calefacción de 4.5 kW para una temperatura de aire de 7ºC y una temperatura 

de agua caliente de 35ºC. 

 

2.3 MODELO DE LAS UNIDADES TERMINALES 

 

En este estudio se consideran dos unidades terminales: un radiador y un piso radiante. El 

radiador es modelado usando la proforma Type 1231 de TRNSYS, la que considera la 

aproximación propuesta por la ASHRAE [4], donde el calor disipado por el radiador está 

dado por: 

 

     nasrad ttCQ                (2) 

 

Donde C y n son parámetros del modelo. C es determinado de los catálogos del radiador 

y n depende del tipo de radiador. En este caso se eligió un radiador de la marca DeLonghi 

para definir los parámetros de este modelo, con una potencia de 4.238 kW para una 

temperatura de agua de entrada de 55ºC, una de salida de 45ºC y una temperatura 

ambiente de 20ºC. El aporte del radiador se considera como una ganancia de la zona 
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térmica considerada, del calor total entregado se considera que un 30% se transfiere por 

radiación y un 70% por convección. 

 

El piso radiante es simulado usando la proforma Type 653, y se considera que este está 

instalado en todo el piso de la casa. Se considera un espesor del piso de 10 cm. Las 

propiedades que se toman para el piso radiante para la densidad, calor específico y 

conductividad corresponden a las del hormigón armado. Al igual que en el caso anterior 

se considera que del calor transferido un 30% se transfiere por radiación y un 70% por 

convección. El balance de energía del piso radiante está dado por: 

 

      slabin,fluidminbackslabbacktopslabtop
slab

slabslab ttCttUAttUA
d

dT
cM  


          (3) 

 

2.4 MODELO DEL SISTEMA COMPLETO 

 

El modelo del sistema completo se obtiene interconectando cada uno de los modelos 

considerados en este análisis, lo cual se realiza en la plataforma Simulation Studio de 

TRNSYS que se muestra en la Figura 3. En esta plataforma los modelos son presentados 

en forma modular, donde cada uno de estos tiene entradas y salidas que se van 

interconectando con los demás modelos. Cada modelo es caracterizado por sus 

parámetros los cuales son definidos en esta plataforma o en TRNBuild en el caso del 

modelo de la vivienda. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3: Modelo del sistema generado en TRNSYS Simulation Studio. 

 

Para el modelado se ha considerado un control de temperatura, que es modelado con la 

proforma Type 108. El set-point de la temperatura ha sido fijado en 21ºC con una banda 

muerta de temperatura de 2ºC. 
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3. PRESENTACIÓN Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS 

 

La simulación es realizada considerando que sólo una de las dos casas pareadas es 

calefaccionada con la bomba de calor. Se ha considerado un periodo de calefacción de 

abril a octubre, para el resto de los meses del año la temperatura se deja como flotante 

dentro de la zona calefaccionada. El paso de tiempo de la simulación es de 1 hora con un 

tiempo de simulación total de 8760 horas correspondientes a un año. 

 

3.1 Resultados con radiadores 

 

La Figura 4 presenta los resultados de las temperaturas internas de la casa calefaccionada 

y la casa no calefaccionada para el periodo considerado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4: Temperaturas de la casa con calefacción y la casa sin calefacción. 

 

De la simulación se obtiene que el COP de la bomba de calor en el periodo de 

calefacción considerado varía entre 0 y 3.2, la energía de calefacción entregada a la casa 

es de 9056 kWh y el consumo de energía eléctrica de la bomba de calor es de 3916 kWh, 

lo que da un COP estacional de 2.31. 

 

Considerando una emisión promedio de CO2 del sistema interconectado central de 0.36 

ton CO2/MWh, se obtiene una emisión equivalente anual de la bomba de calor de 1.41 

ton. 
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3.1 Resultados con piso radiante 

 

Para el caso de la simulación con piso radiante, se obtienen las temperaturas indicadas en 

la Figura 5 para la zona calefaccionada y la no calefaccionada. En este caso debido a la 

inercia del piso radiante se obtienen oscilaciones de temperatura más significativas que 

en el caso de la calefacción con radiador. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5: Temperaturas de la casa con calefacción y la casa sin calefacción. 

 

Esto puede crear problemas de sobrecalentamiento dentro de la casa, tal como se indica 

en la Figura 6, donde se superponen la radiación solar con la temperatura interna de la 

zona calefaccionada. Los días soleados pueden provocar dicho problema, con 

temperaturas internas que pueden llegar hasta unos 26ºC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6: Temperaturas de la casa con calefacción y la casa sin calefacción. 
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En este caso el COP de la bomba de calor varía entre 0 y 4.4, con una energía térmica 

entregada por la bomba durante todo el periodo de calefacción de 9622 kWh y un 

consumo de energía eléctrica de 3214 kWh, lo que da un COP estacional de 3.0. 

 

Realizando el mismo análisis anterior se tiene una emisión anual equivalente de CO2 en 

este caso de 1,16 ton. 

 

Para poder comparar este sistema con sistemas convencionales se determinarán las 

emisiones anuales equivalentes de CO2 de estos sistemas y el consumo de energía 

primaria considerando otros tres sistemas de calefacción: leña, parafina, gas licuado, gas 

natural y electricidad. Los resultados se resumen en la Tabla 1. 

 

Sistema de 

calefacción 

Rendimiento 

equipo [%] 

Factor de 

emisión [g 

CO2/kWh] 

Emisiones 

de CO2 

[ton] 

Factor de 

transformación 

energía primaria 

[kWh/kWh] 

Consumo 

de energía 

primaria 

[kWh] 

Bomba calor 

+ radiador 

231% 360 1.41 2.5 9790 

Bomba calor 

+ piso 

radiante 

300% 360 1.16 2.5 8035 

Estufa a leña 60% 0 0 1.25 18867 

Estufa a 

parafina 

60% 250 3.77 1.11 16754 

Estufa a gas 

licuado 

60% 227 3.42 1.05 15848 

Caldera a 

gas natural 

90% 202 2.03 1.07 10767 

Estufa 

eléctrica 

100% 360 3.26 2.5 22640 

Nota: Se considera una demanda de calor anual de 9056 kWh (32602 MJ) para las alternativas a la bomba 

de calor 

Tabla 1: Emisiones de CO2 equivalentes y consumo de energía primaria 

 

Según la Tabla 1 todas las alternativas de calefacción a la bomba de calor emiten más 

CO2 que esta tecnología a excepción de las estufas a leña, pero que presenta problemas 

contaminación local. En cuanto al consumo de energía primaria las bombas de calor 

están en el rango más bajo, demostrando con esto que es la tecnología más eficiente y 

menos contaminante para la calefacción. 

 

4. CONCLUSIONES 

 

Se ha realizado un estudio para determinar el desempeño de un sistema de calefacción 

con bomba de calor con dos tipos de unidades terminales. De acuerdo a los resultados, el 
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sistema con radiador presenta un COP estacional de 2.31 y el sistema con piso radiante 

un COP de 3.0. Esta mejora en el COP se debe al hecho de que el piso radiante trabaja a 

menor temperatura lo que explica este resultado. 

 

En cuanto a las emisiones de CO2, la bomba de calor es comparada a otras tecnologías, 

siendo estas las que se encuentran en el rango de menores emisiones, a excepción de la 

leña que tiene emisiones de CO2 iguales a cero. Pero se sabe que el uso de la leña está 

siendo muy cuestionado por los altos niveles de contaminación que se producen debido a 

la quema de leña húmeda. En relación al consumo de energía primaria las bombas de 

calor son las que menos consumen, lo que demuestra que este tipo de tecnología es la 

más eficiente desde el punto de vista del consumo energético. 
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RESUMEN

La determinación de la confiabilidad de sistemas estructurales modelados por medio del método
de elementos finitos estocástico puede ser muy demandante desde el punto de vista numérico.
En esta contribución, se presenta una técnica para evaluar la confiabilidad de manera eficiente
por medio de la aplicación de re-análisis estructural en combinación con una técnica de simula-
ción eficiente denominada Generalized Importance Sampling (GIS). Las ventajas de la técnica
propuesta se ilustran mediante un ejemplo que involucra una fundación sobre una capa de suelo
elástico.

1. INTRODUCCIÓN

El método de elementos finitos estocástico permite establecer un modelo para representar un
sistema estructural determinado, considerando de manera explícita la incertidumbre asociada a
sus parámetros. De esta manera, la variabilidad espacial de uno o más parámetros del modelo
puede ser capturada a través de un campo aleatorio [8].
La determinación de la confiabilidad (o su complemento, la probabilidad de falla) asociada a
un modelo de elementos finitos estocástico es desafiante desde el punto de vista numérico. Esto
se debe a dos factores. En primer lugar, el número de variables aleatorias involucradas puede
ser bastante alto. En segundo lugar, es necesario resolver un problema determinista de análisis
estructural en repetidas ocasiones para poder evaluar la probabilidad de falla [7].
Con el objeto de disminuir el costo numérico asociado a la evaluación de la probabilidad de
falla de un modelo de elementos finitos estocástico, esta contribución presenta una estrategia
eficiente basada en re-análisis estructural [3] y un método de simulación denominado Genera-
lized Importance Sampling (GIS) [2, 5]. Por un lado, la aplicación de la técnica de re-análisis
permite estimar la respuesta de un sistema estructural de forma aproximada y con esfuerzo
numérico reducido. Por otro lado, la aplicación de GIS permite estimar la confiabilidad de un
sistema estructural con gran precisión y un número relativamente pequeño de simulaciones de
la respuesta estructural, lo que resulta ser muy eficiente desde el punto de vista numérico. En
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particular, GIS se aplica de manera tal que la mayoría de las muestras de la respuesta estruc-
tural se evalúa mediante la técnica de re-análisis; solo una fracción de las muestras debe ser
evaluada utilizando el modelo de elementos finitos completo. La aplicación de la estrategia de
re-análisis y GIS se ilustra estimando la probabilidad de falla asociada a un problema de una
fundación sobre una capa de suelo elástica, que es modelada mediante el método de elementos
finitos estocástico.

2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

2.1. Respuesta del Sistema Estructural Considerando Incertidumbre

Considere un sistema estructural lineal y elástico, sometido a carga estática y que se modela
utilizando el método de elementos finitos. Se asume que el sistema posee Ne elementos y Nd
grados de libertad. Debido a la incertidumbre existente respecto de los parámetros del modelo
de elementos finitos, se utiliza la teoría de probabilidad para caracterizarlos. Sin perder gene-
ralidad, en esta contribución se asume que el módulo de Young E de la estructura se modela
como un campo aleatorio de tipo log-normal. Por lo tanto, E = E(xxx), donde xxx es un vector que
describe la posición. Dado que el campo aleatorio sigue un modelo log-normal, éste queda to-
talmente descrito por su valor esperado y su covarianza. Para representar el campo aleatorio de
manera discreta, se utiliza el método del punto medio [8]. Por lo tanto, el módulo de Young del
p-ésimo elemento finito del modelo es representado mediante la siguiente expresión [8].

Ep = eµp+∑
M
i=1 ζp,iξi, p = 1, . . . ,Ne (1)

En la ecuación, µp y ζp,i son constantes reales que dependen del valor esperado y la ma-
triz de covarianza del campo aleatorio discreto, M es el número de términos considerados
cuando se representa el campo aleatorio usando la expansión de Karhunen-Loève (K-L) [8]
y ξi, i = 1, . . . ,M, son variables aleatorias independientes, cuya distribución es normal están-
dar.
Además de la incertidumbre en el módulo de Young, se considera que las cargas que actúan so-
bre el sistema estructural también pueden estar afectas a incertidumbre. Esto se modela a través
de un vector de variables aleatorias independientes normal estándar θθθ . Note que en caso que las
cargas sean descritas por variables aleatorias de tipo no Gaussiano, siempre es posible introdu-
cir una transformación apropiada para representarlas mediante variables normales estándar (por
ejemplo, por medio del modelo de Nataf [8]).
La ecuación de equilibrio del modelo es:

KKK(zzz)uuu(zzz) = fff (zzz) (2)
donde KKK, fff y uuu representan la matriz de rigidez (de dimensión Nd×Nd), el vector de cargas y
el vector de desplazamiento (ambos de dimensión Nd × 1), respectivamente; mientras zzz es un
vector que agrupa todas las variables aleatorias del problema, i.e. zzz = 〈ξξξ T

,θθθ T 〉T .
De la ecuación 2, es posible notar que la incertidumbre en los parámetros estructurales y cargas
afectan al vector de desplazamientos. Es decir, cada una de las componentes del vector de des-
plazamientos ul(zzz), l = 1, . . . ,Nd es una variable aleatoria. Por lo tanto, en general, las distintas
respuestas de interés del sistema estructural (desplazamientos, esfuerzos, fuerzas internas, etc.)
también serán variables aleatorias.
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2.2. Confiabilidad Estructural

Con el objeto de cuantificar la incertidumbre asociada al desempeño del sistema estructural,
es posible calcular cantidades tales como las estadísticas de segundo orden (valor esperado
y varianza) o una probabilidad de excedencia o falla (que se denota como pF ). Esta última
mide la probabilidad que una respuesta de interés r(zzz) exceda un umbral preestablecido b; la
respuesta de interés puede corresponder, por ejemplo, a un desplazamiento, i.e. r(zzz) = ul(zzz).
Matemáticamente, la probabilidad de falla se define mediante la siguiente integral.

pF =
∫

zzz∈Rnz
IF(zzz) f (zzz)dzzz (3)

En esta ecuación, f (zzz) representa la función de densidad de probabilidad normal estándar en nz
dimensiones y IF(zzz) es la función indicatriz, que se define como:

IF(zzz) =
{

1 si r(zzz)≥ b
0 si r(zzz)< b (4)

En general, la evaluación de la integral de la ecuación 3 resulta muy desafiante, debido a que
puede involucrar un número alto de dimensiones nz y a que la función indicatriz solo se conoce
punto a punto (y no de manera analítica). Por lo tanto, los métodos de simulación son una
alternativa muy conveniente para evaluar esta integral [7]. Por ejemplo, si se aplica el método
de simulación Monte Carlo, la probabilidad de falla es evaluada aproximadamente como:

pF ≈ p̂F =
1
N

N

∑
j=1

IF

(
zzz( j)
)
, zzz( j) ∼ f (zzz), j = 1, . . . ,N (5)

donde zzz( j), j = 1, . . . ,N son muestras independientes, idénticamente distribuidas según f (zzz) y
p̂F denota el estimador de la probabilidad. Si bien el método Monte Carlo es robusto y posee
un espectro de aplicación muy amplio, su mayor desventaja es que requiere de un alto número
de muestras (proporcional a 1/pF ) para producir un estimador confiable de la probabilidad
de falla. Con el objeto de superar esta desventaja, en las siguientes secciones se proponen dos
estrategias: calcular la respuesta estructural de manera aproximada y aplicar una técnica especial
de simulación que se denomina Generalized Importance Sampling (GIS).

3. EVALUACIÓN APROXIMADA DE LA RESPUESTA MEDIANTE RE-ANÁLISIS

Al aplicar la técnica de simulación Monte Carlo, es necesario calcular la respuesta estructural
para un número N de realizaciones de los parámetros inciertos del problema (parámetros es-
tructurales y cargas). De acuerdo a lo expuesto en la ecuación 2, esto implica que la matriz de
rigidez debe ser factorizada N veces. El costo numérico de estas factorizaciones puede ser alto
para aquellos sistemas estructurales de dimensiones considerables que involucran una discreti-
zación muy fina (es decir, donde Nd es muy alto). Una posible estrategia para reducir el costo
numérico asociado a la resolución de la ecuación de equilibrio consiste en aproximar el vector
de desplazamientos como la combinación lineal de una serie de vectores φφφ m, m = 1, . . . ,Nr,
tal que Nr � Nd [3]. Se asume (por el momento) que estos vectores son conocidos. Luego, la
aproximación del vector de desplazamientos toma la forma:

uuu(zzz) = φφφ 1β1(zzz)+φφφ 2β2(zzz)+ . . .+φφφ Nr
βNr(zzz) = ΦΦΦβββ (zzz) (6)

donde βm, m = 1, . . . ,Nr son coeficientes reales (desconocidos por el momento) y ΦΦΦ es una
matriz de dimensión Nd ×Nr que agrupa los vectores φφφ m, m = 1, . . . ,Nr. Esta última matriz
constituye una base reducida [3, 4]. Al reemplazar la ecuación 6 en la ecuación 2, se obtiene el
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siguiente sistema de ecuaciones sobredeterminado.
KKK(zzz)ΦΦΦβββ (zzz) = fff (zzz) (7)

Una forma de resolver el sistema sobredeterminado de ecuaciones es por un criterio de mínimos
cuadrados. En tal caso, el vector βββ resulta ser igual a:

βββ (zzz) = (KKKR(zzz))
−1 fff R(zzz) (8)

donde KKKR y fff R son la matriz de rigidez reducida y el vector de cargas reducido, respectivamente,
que se definen como:

KKKR(zzz) =ΦΦΦ
T KKK(zzz)ΦΦΦ (9)

fff R(zzz) =ΦΦΦ
T fff (zzz) (10)

La ventaja de utilizar una base reducida ΦΦΦ es la siguiente: para resolver la ecuación 8, es necesa-
rio factorizar la matriz de rigidez reducida, de dimensión Nr×Nr. Dado que Nr� Nd , resolver
la ecuación 8 resulta mucho más conveniente desde un punto de vista numérico que resolver la
ecuación 2 (que implica factorizar la matriz de rigidez de dimensión Nd×Nd).
Indudablemente, el desempeño de la técnica descrita anteriormente para desarrollar re-análisis
estructural depende de la calidad de la base reducida. En la literatura, se han propuesto varios
esquemas para escoger dicha base [3]. En particular, en esta contribución, se utiliza el esquema
propuesto en [4], donde la base está conformada por los términos de la serie de Taylor asociada
al vector de desplazamientos. Este esquema resulta particularmente ventajoso para problemas
de elementos finitos estocásticos donde el campo aleatorio posee una correlación relativamente
alta. Esto se debe a que al utilizar la expansión de Karhunen-Loève (K-L), los primeros térmi-
nos de la expansión son los que más contribuyen a la variabilidad total del campo aleatorio. Por
lo tanto, la base reducida debe incluir solo unos pocos términos.
En el caso particular de esta contribución, la base reducida a ser considerada involucra el vector
de desplazamientos y sus primeras derivadas con respecto a las primeras Nr variables aleatorias
de la expansión de K-L, evaluados en el punto nominal zzz0 = 〈0, . . . ,0〉T .

ΦΦΦ =

[
uuu(zzz0) ,

∂uuu(zzz0)

∂ξ1
, . . . ,

∂uuu(zzz0)

∂ξNr

]
(11)

4. GENERALIZED IMPORTANCE SAMPLING (GIS)

4.1. Descripción General

La mayor desventaja de la técnica de simulación Monte Carlo para estimar probabilidades de fa-
lla pequeñas (que son habituales en ingeniería) es que se requiere de un alto número de muestras
para poder simular un evento de falla (tal que IF = 1). Una forma de incrementar la eficiencia
del proceso de simulación es aplicar la técnica Importance Sampling (IS), en la que se introduce
una función de densidad de probabilidad especial fIS(zzz) que permita generar muestras de falla
de manera más frecuente. De esta manera, la probabilidad de falla se estima según:

pF =
∫

zzz∈Rnz
IF(zzz)

f (zzz)
fIS(zzz)

fIS(zzz)dzzz≈ 1
N

N

∑
j=1

IF

(
zzz( j)
) f

(
zzz( j)
)

fIS
(
zzz( j)
) , zzz( j) ∼ fIS(zzz), j = 1, . . . ,N (12)

En este contexto, existe una función de densidad IS óptima f opt
IS (zzz) [2], que se define como:

f opt
IS (zzz) =

IF(zzz) f (zzz)
pF

(13)

246



Esta función de densidad de probabilidad IS permite estimar la probabilidad de falla sin generar
muestras. No obstante, no tiene aplicación práctica, pues demanda conocer a priori la probabi-
lidad pF , que es precisamente lo que se busca determinar. No obstante, la forma que tiene esta
función de densidad IS óptima sugiere que es posible construir una función subóptima fα(zzz)
que sea similar a ella, tal como se propone en [1, 2]:

fα(zzz) =
Iα(zzz) f (zzz)

Zα

(14)

donde Zα es una constante real (desconocida por el momento) que asegura que fα(zzz) integre a
1 y Iα(zzz) es una función indicatriz suavizada:

Iα(zzz) = mı́n
(

1,e−α(b−r(zzz))3
)

(15)

donde α es una constante real tal que α ∈ [0,∞[. Evidentemente, la indicatriz suavizada Iα(zzz)
tiende a la indicatriz de falla IF(zzz) cuando α → ∞. Por otro lado, también es posible verificar
que cuando α = 0, Iα(zzz) = 1, Zα = 1 y fα(zzz) es igual a f (zzz) [1, 2].
De acuerdo a lo expuesto anteriormente, el concepto detrás del Generalized Importance Sam-
pling (GIS) es introducir una secuencia de funciones de densidad de probabilidad IS en vez
de una sola (ver ecuación 12). Al introducir esta secuencia, es posible acercarse gradualmen-
te a la función de densidad de probabilidad IS óptima. Por lo tanto, en el contexto de GIS, la
probabilidad de falla se expresa de la siguiente manera.

pF =
∫

zzz∈Rnz
IF(zzz)

(
NID−1

∏
k=0

fαk(zzz)
fαk+1(zzz)

)
fαNID

(zzz)dzzz (16)

En esta ecuación, NID denota el número de distribuciones de densidad de probabilidad IS fαk

consideradas en la secuencia; además, los valores de α se seleccionan tal que α0 = 0 < α1 <
.. . < αNID . Claramente, cuando NID = 0, la ecuación 16 se reduce a la definición de la probabi-
lidad de falla de la ecuación 3.
Al reemplazar la ecuación 14 en 16, es posible obtener la siguiente expresión de la probabilidad
de falla y su estimador.

pF =

(
NID−1

∏
k=0

Zαk+1

Zαk

)∫
zzz∈Rnz

IF(zzz)
IαNID

(zzz)
fαNID

(zzz)dzzz (17)

pF ≈ p̂F =

(
NID−1

∏
k=0

Ẑαk+1

Ẑαk

) 1
N

N

∑
j=1

IF

(
zzz( j)
)

IαNID

(
zzz( j)
)
 , zzz( j) ∼ fαNID

(zzz), j = 1, . . . ,N (18)

Una característica saliente del estimador de la ecuación 18 es que la probabilidad de falla se
expresa como el producto de varios estimadores, que involucran la razón entre constantes de
integración y una razón entre funciones indicatrices. Por lo tanto, la tarea de estimar una pro-
babilidad de falla pequeña se transforma en la estimación de un producto de varias cantidades,
que pueden tener un valor numérico mucho mayor que pF .
La aplicación práctica del estimador de la ecuación 18 demanda enfrentar tres desafíos de im-
plementación: la estimación de las razones entre las constantes de integración; la selección de
las constantes αk y la generación de muestras de acuerdo a las distintas funciones de densidad
IS fαk(zzz). Estos desafíos se discuten en la sección siguiente.
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4.2. Implementación Práctica de GIS

La generación de muestras de zzz de acuerdo a fαk(zzz) puede ser realizada mediante una estrategia
basada en el algoritmo de Metropolis propuesta en [5]. Esta estrategia se resume a continuación.

1. Se asume que hay disponibles N muestras de zzz distribuidas según fαk−1(zzz), i.e. zzz( j) ∼
fαk−1(zzz), j = 1, . . . ,N. Note que para k = 1, las muestras requeridas se generan utilizando
simulación Monte Carlo.

2. Para cada una de las muestras del paso anterior, se calcula un peso ω( j) tal que:

ω
( j)

∝

fαk

(
zzz( j)
)

fαk−1

(
zzz( j)
) , j = 1, . . . ,N (19)

3. Del conjunto de muestras zzz( j) ∼ fαk−1(zzz), j = 1, . . . ,N, se escoge con reemplazo un total
de Nc muestras con probabilidad proporcional a los pesos ω( j). Esto corresponde a una
etapa de remuestreo [6]. Para que la etapa sea exitosa, la razón N/Nc debe ser mayor que
1; en esta contribución, se escoge N/Nc = 50.

4. Las muestras escogidas en el punto anterior se denominan semillas. A partir de cada una
de estas semillas, se generan (N/Nc−1) muestras distribuidas según fαk(zzz) mediante una
versión modificada del algoritmo de Metropolis. Detalles de este algoritmo pueden ser
encontrados en [5].

Para el cálculo de las razones entre las constantes de integración y el valor de las constantes
αk, k = 1, . . . ,NID, se utiliza un estrategia que vincula ambas cantidades. La razón entre las
constantes de integración Zαk+1 y Zαk se asume como un valor fijo, igual a p0 [1, 2]. En esta
contribución, se selecciona p0 =0.1. Por otro lado, es posible derivar la siguiente expresión a
partir de la ecuación 14 para calcular la razón entre las constantes de integración.

Zαk+1

Zαk

= p0 =
∫

zzz∈Rnz

Iαk+1 (zzz)
Iααk

(zzz)
fαk(zzz)dzzz (20)

Claramente, la última expresión puede ser evaluada convenientemente utilizando las mues-
tras generadas en el paso 4 del algoritmo descrito anteriormente (que están distribuidas según
fαk(zzz)).

Zαk+1

Zαk

≈ Ẑαk+1

Ẑαk

= p0 =
1
N

N

∑
j=1

Iαk+1

(
zzz( j)
)

Iαk

(
zzz( j)
) , zzz( j) ∼ fαk(zzz), j = 1, . . . ,N (21)

Luego, asumiendo que αk es conocido (note que α0 = 0), es posible determinar el valor de αk+1
resolviendo la ecuación 21.

5. ESTIMACIÓN DE LA PROBABILIDAD DE FALLA UTILIZANDO GIS Y RE-
ANÁLISIS

Una forma numéricamente eficiente de estimar la probabilidad de falla de la ecuación 3 consiste
en aplicar la técnica de simulación GIS descrita en la sección 4 en conjunto con re-análisis
estructural, tal como se describe en la sección 3. Es decir, cada vez que es necesario evaluar la
respuesta estructural en el contexto de GIS, se aplica re-análisis en vez de calcular la respuesta
estructural mediante la ecuación 2. La implementación de este enfoque demanda definir una
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función de densidad IS tal que:

f A
α (zzz) =

IA
α(zzz) f (zzz)

ZA
α

(22)

donde el superíndice A indica que se trata de una cantidad asociada al cálculo aproximado de la
respuesta. De hecho, IA

α(zzz) se define como:

IA
α(zzz) = mı́n

(
1,e−α(b−rA(zzz))

3
)

(23)

donde rA es la respuesta aproximada, calculada mediante la técnica de re-análisis de la sección
3. Considerando estas definiciones, el estimador de la probabilidad de falla es el siguiente:

pF ≈ p̂A
F = pNID−1

0

 1
N

N

∑
j=1

IA
F

(
zzz( j)
)

IA
αNID

(
zzz( j)
)
 , zzz( j) ∼ f A

αNID
(zzz), j = 1, . . . ,N (24)

Si bien el estimador de la ecuación 24 es válido, posee una desventaja importante: la preci-
sión de la probabilidad de falla estimada dependerá de la calidad de la aproximación de la
respuesta estructural. Si rA(zzz) aproxima a r(zzz) de buena manera, se espera que pF ≈ p̂A

F . No
obstante, cálculos de validación han indicado que, en general, la diferencia entre pF y p̂A

F puede
ser considerable. Esto se debe a que para probabilidades de falla pequeña, las realizaciones de
los parámetros que ocasionan que la respuesta estructural exceda el umbral preestablecido co-
rresponden a eventos extremos. En tales casos, el modelo aproximado no permite aproximar la
respuesta estructural con suficiente precisión.
Una alternativa muy simple para evitar el problema de la precisión en la estimación de pF es la
siguiente. La técnica GIS se aplica considerando la respuesta aproximada en las distintas etapas
(funciones de densidad IS) y solo en la última etapa, se evalúa la respuesta estructural de manera
exacta. El estimador asociado a esta última estrategia se denomina p̂P

F , donde el superíndice P
denota que es el estimador propuesto. La expresión de p̂P

F es la siguiente.

pF ≈ p̂P
F = pNID−1

0

 1
N

N

∑
j=1

IF

(
zzz( j)
)

IA
αNID

(
zzz( j)
)
 , zzz( j) ∼ f A

αNID
(zzz), j = 1, . . . ,N (25)

La evaluación del estimador de la ecuación 25 requiere realizar un total de:

NIDN análisis estructurales aproximados utilizando la estrategia propuesta en la sección
3 más un análisis estructural exacto (para calcular la base reducida).
N análisis estructurales exactos.

La ventaja del estimador de la ecuación 25 es que permite calcular la probabilidad de falla de
manera exacta, pero utilizando el modelo aproximado en gran parte del proceso de simulación.

6. EJEMPLO

Con el objeto de ilustrar las distintas metodologías descritas en este trabajo, se estudia un pro-
blema de confiabilidad estructural que consiste en una fundación que descansa sobre una capa
de suelo elástico de 30 [m] de espesor. Un esquema ilustrativo de este problema se muestra
en la figura 1, donde se puede apreciar que la capa de suelo descansa sobre un estrato rocoso
que se asume extremadamente rígido. La fundación posee 20 [m] de ancho e impone una carga
distribuida de intensidad uniforme sobre el suelo. La intensidad de carga se modela como una
variable aleatoria log-normal, con valor esperado µq = 0.2× 106 [Pa] y desviación estándar
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σq = 0.2×105 [Pa]. La capa de suelo se asume lineal y elástica. El módulo de Young de la capa
de suelo se modela como un campo aleatorio log-normal homogéneo, cuyo valor esperado es
µE = 30×106 [Pa] y su desviación estándar es σE = 12×106 [Pa]. La estructura de correlación
del campo aleatorio se modela mediante la expresión:

ρE (xxx1,xxx2) = e−
d(xxx1,xxx2)

2

L2 (26)
donde ρE (xxx1,xxx2) es la correlación del módulo de Young entre los puntos xxx1 y xxx2, d (xxx1,xxx2) es
la distancia entre los puntos xxx1 y xxx2 y L es el largo de correlación, que se considera igual a 10
[m].
Para modelar la capa de suelo, se utiliza un modelo de elementos finitos, que involucra elemen-
tos rectangulares tipo membrana (en tensión plana) de 4 nodos. El número total de elementos y
grados de libertad del problema son 160 y 320, respectivamente.

120[m]

q ∼ pθ(µq, σq) [Pa]

30 [m]

Nodo de interés

Figura 1: Fundación sobre capa de suelo elástico

El objetivo del problema es determinar la probabilidad que el desplazamiento vertical bajo la
fundación r(zzz) (ver nodo de interés en la figura 1) exceda un umbral b = 0.3 [m]. Debe notarse
que para representar el campo aleatorio asociado al módulo de Young mediante la expansión
K-L, se consideran todos los términos posibles, es decir, M = Ne = 320.
Para estimar la probabilidad de falla, se aplica GIS considerando N = 1000 muestras asociadas
a cada una de las funciones de densidad de probabilidad IS. La respuesta estructural se calcula
de manera aproximada utilizando Nr = 5 términos en la base reducida, dado que la mayor par-
te de la variabilidad del campo aleatorio se puede representar considerando las primeras cinco
componentes de la expansión de K-L. Además, se consideran 3 variantes para el cálculo de la
respuesta: cálculo de la respuesta exacta (GIS exacto); cálculo de la respuesta de manera aproxi-
mada mediante re-análisis (GIS aproximado); y cálculo de la respuesta de manera aproximada
para las primeras NIDN muestras y cálculo de la respuesta exacta para las últimas N muestras
(GIS propuesto). Los resultados obtenidos para la estimación de la probabilidad de falla pF y
su correspondiente coeficiente de variación (CoV) se detallan en la tabla 1. En esta tabla, tam-
bién se incluyen los resultados obtenidos con simulación Monte Carlo considerando un total de
N = 106 muestras. Debe notarse que en dicha tabla, cada vez que se hace alusión a una evalua-
ción utilizando base reducida, se hace un análisis estructural aproximado según se propone en
la ecuación 8.
Los resultados obtenidos indican que la técnica GIS involucrando el método propuesto (cálculo
de la respuesta de manera aproximada y luego de forma exacta) permite estimar la probabilidad
de falla con un buen nivel de precisión y de manera muy eficiente.
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Método de
Simulación

pF CoV
Número de evaluaciones

Respuesta aproximada Respuesta Exacta
Monte Carlo 4.290×10−4 5% 0 106

GIS exacto 4.415×10−4 29% 0 4000
GIS aproximado 2.706×10−4 29% 4000 1 (base reducida)
GIS propuesto 4.269×10−4 27% 4000 1000 + 1 (base reducida)

Tabla 1: Estimación de la probabilidad de falla - resultados

7. CONCLUSIONES

La técnica propuesta permite estimar probabilidades de falla calculando la respuesta estructural
mediante un modelo aproximado, cuya evaluación no es demandante desde el punto de vista
numérico. Solo en la etapa final de la simulación, se requiere calcular la respuesta estructural de
manera exacta. Esto es muy ventajoso, pues los resultados producidos por la técnica propuesta
son comparables a los que se obtienen en caso que no se considere ninguna aproximación de la
respuesta estructural.
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RESUMEN

La creciente demanda mundial por crear sistemas energéticamente más amigables con el medio
ambiente no sólo abarca el sector industrial, sino que también crea la necesidad de diseñar ciu-
dades sustentables y más eficientes. En este contexto, los sistemas de energía solar y bombas
de calor han cobrado mayor importancia desde el comienzo del presente milenio. El desempe-
ño de estos equipos es muy sensible a factores como tipologías de construcción, condiciones
meteorológicas, sistemas de control y equipos seleccionados, por lo que la optimización de su
desempeño debe evaluarse para cada caso en particular. Dicho esto, el presente trabajo tiene
como objetivo predecir el comportamiento de un sistema combinado solar térmico y de bom-
bas de calor. El objeto de estudio es un complejo residencial, específicamente un conjunto de
edificios de mediana altura ubicado en Concepción, Chile. Se modela en el software TRNSYS
el conjunto residencial y se determina el comportamiento térmico y las cargas térmicas relacio-
nadas con la demanda de calefacción y de preparación de ACS. Luego, se asocia al complejo
residencial un sistema SHP y se modelado en TRNSYS. De esto, se obtienen indicadores ener-
géticos favorables del sistema. En calefacción, se obtiene un SPF sits,calef que puede alcanzar
valores de 1.86; mientras que en la labor de preparación de agua caliente sanitaria se espera un
rendimiento de SPF sist,ACS de 4.41. Por otro lado, se determina que el aporte solar posible es
alto, llegando a una fracción solar de 0.79 en preparación de ACS.
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1. DEFINICIÓN DEL COMPLEJO RESIDENCIAL Y CARACTERIZACIÓN DE 

CARGAS TÉRMICAS. 

 

El complejo residencial donde se evalúa el sistema SHP es un edificio de departamentos 

ubicado en la Región del Bío Bío, Chile, en la comuna de San Pedro de la Paz. El edificio 

cumple con los decretos normativos de aislación térmica de la Ordenanza General de 

Urbanismo y Construcciones del Ministerio de Vivienda y Urbanismo. Consta de dos 

edificios de 5 pisos, denominados Alerce y Roble, con 42 y 34 departamentos 

respectivamente. 

 

Se realizan dos modelos para calcular la capacidad requerida del sistema de calefacción y la 

demanda energética anual. Es de interés conocer la magnitud de estos requerimientos, con 

el fin de tomar correctas decisiones de diseño del sistema SHP en su conjunto. Luego, por 

un lado se crea un modelo de cálculo en que cada departamento se considera una zona 

térmica en régimen estacionario y en condiciones desfavorables. Este modelo ha sido 

resuelto numéricamente con el programa Engineering Equation Solver (EES) [1]. En 

segundo lugar, se ha realizado un modelo del conjunto residencial en el programa TRNSYS 

[2]. Este modelo también considera cada departamento como una zona térmica y considera 

el sistema en régimen transiente con un paso de tiempo de 1 hora para un año típico. La 

demanda de calefacción se estima considerando una condición de confort térmico. Para 

esto, se trabaja en base al modelo del Predicted Mean Vote [3]. Los resultados del modelo 

en régimen estacionario se presentan a continuación. La Tabla 1 y la Tabla 2 presentan los 

resultados del modelo estacionario. 

 

Tabla 1: Potencia de calefacción de complejo residencial (régimen estacionario). 

 Potencia de calefacción (kW) 

 Edificio Alerce Edificio Roble 

Primer nivel 33.816 26.722 

Segundo nivel 33.422 24.369 

Tercer nivel 33.422 24.369 

Cuarto nivel 32.942 24.369 

Quinto nivel 55.894 41.108 

Total de cada Edificio 189.496 140.138 

Total complejo residencial 330.434 

 

Tabla 2: Requerimientos máximos y mínimos según modelo en régimen estacionario. 

 
Máxima demanda de 

calefacción 

Mínima demanda de 

calefacción 

Por potencia total (kW) 6.8 2.9 

Por potencia específica (W/m
2
) 111 47.7 

 

Para determinar la demanda en régimen dinámico del edificio se usa el módulo Type 56a de 

TRNSYS creando 89 zonas térmicas. Por otro lado, en cada nivel de los edificios se genera 

una zona térmica para los recintos no calefaccionados, tales como los pasillos. Además, este 
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modelo considera el subterráneo del edificio roble, representado por una zona térmica 

independiente. En resumen, 78 zonas térmicas son creadas para caracterizar los 

departamentos, 10 otras representan los pasillos y zonas no calefaccionadas y 1 describe el 

comportamiento del subterráneo. Se observa que los resultados presentados en la Figura 1 

poseen poca variabilidad diaria de temperatura con respecto a la temperatura exterior, 

dando cuenta de la alta inercia térmica del edificio. Esto es beneficioso para el consumo 

energético si se aplica una correcta estrategia de calefacción es aplicada. La Tabla 3 

presenta los resultados anuales de la simulación. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 1: Comportamiento térmico de tres departamentos idénticos orientados al Este en 

verano (a) y en invierno (b). 

 

Por otro lado, la demanda de agua caliente sanitaria se estima en base a dos normas, de la 

Domestic Water Heating Design Manual  de la ASPE [4] y del estándar ASHRAE 90.2 [5]. 

La razón de esto es que la norma ASPE entrega información más detallada y realista acerca 

del consumo promedio diario de ACS y los peaks de demanda por cada consumidor; 

mientras que la ASHRAE entrega perfiles detallados de la distribución del consumo diario y 
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de la estimación de habitantes en un complejo residencial. La Figura 2 resume los valores 

utilizados en este estudio. 

 

Tabla 3: Demanda energética anual en kWh del complejo residencial para mantenerla 

temperatura como mínimo a 22 (°C) a toda hora. 

 Edificio Alerce Edificio Roble 

Primer nivel 218 810 150 820 

Segundo nivel 100 770 73 130 

Tercer nivel 85 469 63 930 

Cuarto nivel 88 169 65 808 

Quinto nivel 161 240 109 570 

Total de cada Edificio 654 450 463 260 

Total complejo residencial 1 117 700 

 

 
Figura 2: Perfil de consumo de ACS utilizado [5]. 

 

Se poseen datos de temperatura promedio mensuales de la red de agua potable que son 

combinados con los datos disponibles de temperatura del suelo de Concepción. Así, se crea 

un archivo datos ingresados al modelo TRNSYS que describe la variabilidad anual de 

temperatura. Por otro lado, el sistema de ACS se dimensiona para alcanzar una temperatura 

de agua de 50 (°C). Luego, se determina que se necesita un sistema con una capacidad de 

188.3 (kW). 

 

2. DISEÑO Y MODELADO DEL SISTEMA SHP 

 

El modelo se desarrolla de forma de predecir el comportamiento global del sistema sin 

entrar en detalles de diseño de los estanques y los circuitos de transporte de fluido, ver 

Figura 3. Para simplificar el control de operación de los sistemas, los equipos destinados a 

calefacción y preparación de ACS son independientes. Para facilitar la ejecución del 

modelo, el sistema de calefacción de cada departamento es simulado de forma 
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independiente. Así, se busca determinar el comportamiento promedio del complejo 

residencial evaluando cada zona térmica de forma separada. Así, el diseño y predicción de 

un sistema centralizado de gran escala puede realizarse en base a los resultados obtenidos 

de forma separada. 

 

Cada sistema de calefacción consta de un loop cerrado entre una bomba de calor y un 

estanque de agua de almacenamiento de energía. A través del estanque circula agua en 

circuito cerrado que conecta con un piso radiante que lleva a cabo el transporte de calor 

hacia el recinto. Se ha optado por un piso radiante para realizar la calefacción de los 

departamentos para que el sistema pueda operar a menores temperaturas; de esta forma, la 

bomba de calor puede realizar el transporte de calor funcionando con un mejor COP. 

 

Tanto la bomba de calor como el estanque son idénticos para todos los departamentos. Así 

mismo, las características del piso radiante son invariantes con excepción de su superficie y 

el largo total de las tuberías que pasan por la losa. 

 

 
Figura 3: Esquema simplificado del sistema de calefacción de cada departamento. 

 

La bomba de calor utilizada en el diseño y modelado del sistema de calefacción y 

preparación de ACS corresponde a un equipo cuyo rendimiento se especifica en base a un 

equipo comercial seleccionado. Esto se realiza tomando en cuenta que el rendimiento de 

una bomba de calor no es considerablemente dependiente de la capacidad o dimensión del 

equipo [6]. El equipo seleccionado es marca Panasonic, modelo Aquarea Monobloc Air to 

Water WH-MDF16C9E8. Los equipos han sido ingresados al modelo con una capacidad de 

6.8 (kW) en el sistema de calefacción y 188 (kW) en el sistema de ACS. 

 

Por otro lado, el modelo utilizado en TRNSYS para simular el comportamiento del equipo 

corresponde a Type 941. Este módulo simula la bomba de calor aire-agua sin considerar los 

efectos de la humedad del aire sobre el evaporador del equipo. En este modelo, el 

rendimiento del equipo para cada par de temperaturas de la fuente y sumidero de calor es 

interpolado a partir de datos proporcionados al  módulo. 
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El volumen total del estanque y la capacidad de los calentadores eléctricos auxiliares se 

ingresan al modelo en base a un equipo comercial seleccionado. El estanque seleccionado 

es marca Nibe y modelo VPB 500 de 500 (L) de almacenamiento. El módulo utilizado para 

simular el comportamiento del equipo es Type 4e. Esta unidad modela un estanque 

estratificado de agua con entradas y salidas de flujo designadas por el usuario. Las pérdidas 

térmicas del estanque son consideradas uniformes. Por otro lado, la estratificación se 

modela dividiendo el estanque verticalmente en varios nodos de temperatura uniforme. 

 

En TRNSYS, el piso radiante se modela mediante el módulo Type 653. Este modelo simula 

el sistema como un piso radiante simplificado con una superficie de temperatura uniforme. 

El módulo no considera almacenamiento de energía en el suelo que se encuentra por debajo 

de la losa, es decir, el piso se considera perfectamente aislado por debajo. Para modelar la 

transferencia de calor por convección y radiación hacia el recinto, el módulo es alimentado 

con la temperatura ambiental de la zona térmica evaluada; es decir, se asume que las 

superficies radiantes y el aire de la zona térmica están a misma temperatura. Por su lado, el 

output del modelo es la energía total transferida en la superficie superior del piso radiante; 

luego, el proceso de calefacción es modelado separando esta transferencia de calor en flujo 

por convección y radiación a una proporción constante de 40% y 60% respectivamente. 

Luego, el calor es inyectado a la zona térmica en el módulo Type 56 como una ganancia 

externa. 

 

Con respecto al sistema de preparación de ACS (Figura 4), el estanque estratificado se 

modela escalando el equipo del sistema de calefacción hasta un volumen total de 50.5 (m
3
) 

de almacenamiento. Debido a la falta de disponibilidad de un modelo adecuado, el estanque 

ha sido modelado utilizando dos módulos Type 4e para implementar dos fuentes de calor. 

 
Figura 4: Esquema simplificado del sistema hidrónico simulado en TRNSYS. 

 

Se ha seleccionado un colector solar comercial de tipo plano y cubierto. El tipo de colector 

se ha elegido debido a su amplia utilización comercial y su balance entre rendimiento 

máximo y pérdidas por convección. El colector seleccionado es de alto rendimiento según 
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DIN 4757 y ha sido homologado según la norma EN-12975-2 [7]. La modelación de los 

colectores se realiza en base a su curva de rendimiento determinada según la norma EN-

12975-2  con el modelo Type 1a en TRNSYS. 

 

3. PRESENTACIÓN Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS DEL SISTEMA SHP 

 

En cada simulación del sistema de calefacción, la zona térmica evaluada es la única del 

complejo en recibir la ganancia de calefacción del modelo de piso radiante. El resto de las 

zonas térmicas se mantienen en 22 (°C) en cada simulación. Las zonas térmicas evaluadas 

corresponden a 19 departamentos, seleccionados debido a su disposición en el complejo 

residencial. Se selecciona para evaluación el 1er, 3er y 5to nivel debido a sus distintas 

cargas térmicas. Luego, en cada nivel se evalúan los dos departamentos extremos norte, los 

dos extremos sur y dos ubicados en la zona media de los edificios. Además, se evalúa 

también la zona térmica que arroja mayor requerimiento de calefacción por unidad de 

superficie. La Tabla 4 presenta el resumen del sistema de calefacción y la Tabla 5 del 

sistema de ACS. 

 

Tabla 4: Indicadores de rendimiento de las simulaciones del sistema de calefacción. 

 SPFsist,calef SPFHP,calef 

Promedio 1.86 3.12 

Desviación estándar 0.216 0.047 

 

En los resultados, se aprecian tendencias claras definidas por la ubicación espacial de cada 

zona térmica. Debido al contacto con el suelo más frío, los departamentos ubicados en el 

primer nivel son los que requieren de mayor energía en calefacción. En demanda de 

calefacción les sigue el 5to nivel y luego el 3er nivel. La baja demanda de este último se 

debe a su baja superficie de transferencia de calor con zonas no calefaccionadas. Por otro 

lado, con respecto a los valores de SPFHP se aprecia que la bomba de calor trabaja en 

promedio con un COP bastante menor que su valor nominal. Esto se debe a que las 

temperaturas de operación requeridas en el estanque son mayores que las nominales en el 

diseño del equipo, disminuyendo el rendimiento de la bomba de calor. No obstante, el 

SPFHP sí posee una desviación estándar considerable. Además, se observa que a menor 

requerimiento de calefacción, el SPFHP es menor. Esto podría explicarse por las pérdidas 

energéticas en el estanque de almacenamiento. En otras palabras, la energía almacenada, al 

no usarse en el circuito de calefacción, se pierde al ambiente. 

 

Tabla 5: Integración anual e indicadores de rendimiento anuales de sistema de ACS. 

𝜼𝒑𝒓𝒐𝒎,𝒄𝒐𝒍 SPFsist,ACS SPFHP,ACS Fsolar 
𝑸𝑨𝑪𝑺 

(kWh) 

𝑸𝒖𝒕𝒊𝒍,𝒄𝒐𝒍 

(kWh) 

𝑸𝒖𝒕𝒊𝒍,𝑯𝑷,𝑨𝑪𝑺 

(kWh) 

𝑾𝒆𝒍,𝒕𝒐𝒕,𝒂𝒖𝒙,𝑨𝑪𝑺 

(kWh) 

0.295 4.41 3.52 0.79 
380 

767 

342 

931 

78 630 1 258 
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Figura 5: Balance energético mensual del sistema de agua caliente sanitaria. 

 
Figura 6: Indicadores mensuales de rendimiento de sistema. 

 
Figura 7: Caídas puntuales de la temperatura de consumo en invierno. 

 

El modelo arroja que el sistema presenta un buen rendimiento. La mayor parte de la energía 

requerida para preparación de ACS es suplida por los colectores solares. Asimismo, se 

observa que la bomba de calor entra en operación y realiza un aporte energético 

considerable al sistema sólo en invierno, es decir, cuando los colectores solares no dan 

abasto. Por otro lado, se observa que las pérdidas energéticas del sistema pueden llegar a 

ser considerables, sobre todo en los periodos cercanos al verano donde el estanque de 

almacenamiento logra operar a mayores temperaturas. Luego, una definición más detallada 

de las pérdidas puede realizarse en el modelo. Por último, de la Figura 5: Balance 

energético mensual del sistema de agua caliente sanitaria. y la Figura 7 se concluye que a 
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pesar de dimensionar el sistema para suplir la demanda máxima de ACS, este no da abasto 

en periodo de invierno en instantes puntuales. 

 

4. CONCLUSIONES 

 

En el análisis del complejo residencial realizado mediante TRNSYS se observa una alta 

inercia térmica del sistema debido a los materiales de construcción y a la magnitud de este. 

Por otro lado, se observa que la demanda energética de calefacción es dramáticamente 

dependiente de la vivienda en cuestión: los departamentos en contacto con el piso requieren 

de mayor energía debido a la fría temperatura de este. El último nivel del edificio también 

presenta una alta demanda debido a la exposición al aire ambiente, sin embargo, es 

atenuada por la ganancia solar en la techumbre. La demanda de energía en calefacción entre 

el departamento de menor y mayor requerimiento puede variar en más de 4 veces. 

 

Por otro lado, con respecto al modelo de sistema SHP, se estima que en caso de escalar el 

sistema de calefacción diseñado a un sistema centralizado para el complejo residencial, el 

rendimiento debe rondar alrededor de un SPFsistema,calef =1.86. Así, este sistema del sistema 

de calefacción centralizado e independiente al de ACS, implicaría  21 bombas de calor del 

modelo seleccionado y un estanque de almacenamiento de unos 38 (m
3
) para ser análogo al 

ingresado en la simulación. El sistema de ACS es el que presenta mejores indicadores de 

rendimiento, alcanzando un SPFsistema,ACS=4.41. Además, cabe destacar que debido a la gran 

superficie disponible en la techumbre de los edificios para la instalación de colectores 

solares, se puede alcanzar una alta fracción solar de Fsolar=0.79. Por otro lado, la bomba de 

calor teórica utilizada corresponde a 12 de los equipos comerciales seleccionados y opera 

mayormente en invierno, cuando la capacidad de los colectores disminuye. 
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RESUMEN

A commonly used experimental method to obtain the shear stud anchor behavior is the push-out
test presented in [1]. However, the method does not address the incorporation of the steel metal
deck currently used in the vast majority of composite systems. In order to tackle this problem,
we used a modified version of the push-out experiment. Furthermore, a Finite Element model
using ANSYS is presented to replicate the experimental procedure. Results from the modified
configuration of the push-out are presented and compare to the Finite Element model. Variations
in stud diameter (13 mm. and 16 mm.) and stud position relative to the deck stiffener (strong
and weak) are studied. Maximum displacements and the stress profile using this model are
calculated and compared to experimental results. The shear stud failure and the overall push-
out test behavior can be adequately predicted using the Finite Element model when the stud is
welded through a steel deck sheet.

1. INTRODUCCIÓN

The Finite Element technique has substantially improved the speed process and analysis
of new structures, reducing the time and the cost of analysis. This paper is concerned
to investigate the shear stud anchor behavior using nonlinear material definitions. It can
be shown that numerical modeling can be used in lieu of expensive experimental testing.
Few researchers have investigated the stud behavior. [2] developed an accurate and effi-
cient nonlinear three-dimensional Finite Element model that investigates the behavior of
large shear stud connectors. This parametric study was also conducted to determine the
effects of the change in stud diameter and concrete strength on the behavior of the shear
connection in composite beams with solid slabs. The results were also compared to
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[1] and [3] design strengths for shear stud connections in composite bridges. The study 

consisted of 24 push-out specimens and measured the ductility and capacities of shear 

stud connections. It was found that [3] overestimate the capacity of the stud connectors 

by up to 27%. It also showed that [1] was conservative for stud diameters of 22 and 25 

mm but less conservative for 27 mm stud diameters. [1] also overestimated the design 

strength of the 30 mm diameter stud up to 8.7% except in some cases where the concrete 

strengths were higher. [4] tested various shear connectors shapes and sizes using both an 

experimental process and ANSYS. A nonlinear three-dimensional Finite analysis was 

carried out on twelve composite columns segments. Load-slip behaviors, equivalent 

stress distribution, concrete cracking patterns were obtained. The defined numerical 

modeling included using the eight node isoparametric brick element with smeared 

reinforcement (SOLID65) and the eight node isoparametric steel brick element 

(SOLID45), to model the reinforced concrete medium and the steel section and shear 

connectors, respectively, considering perfect bond between concrete and steel reinforcing 

bars. Nonlinear properties including cracking and crushing of concrete, yielding of steel 

section and reinforcement, and nonlinear bond-slip at interface were also considered. 

Based on that principle the degree of mesh refinement for each of the twelve composite 

segments was determined, then the number of the three dimensional elements for each 

component of the composite segment was obtained. However, no attempt was made to 

incorporate the steel deck influence over the stud anchor behavior. In this paper, results 

from a modified push-out tests configuration are presented [5], and compare to a Finite 

Element model. Variations in stud diameter (13 mm. and 16 mm.) and stud position 

relative to the deck stiffener (strong and weak) are studied. The novelty of this proposed 

setup is the utilization of stud anchors of 13 mm and 16 mm in diameter welded through 

a steel deck sheet. As a consequence, the effect of the weak and strong side stud position 

can be studied. 

 

2. MODIFIED VERSION OF THE PUSH-OUT TEST SETUP 

 

Full-scaled composite steel joist systems can be a costly and time-consuming option to 

study the stud behavior [6]. Therefore, many recognize the benefits of predicting the stud 

anchor behavior by conducting small-scale tests. However, it has been reported the 

inadequacy of the push-out test setup presented in the European code [7]. The limited 

shape, size, and strength of the concrete, the steel section profile, and the use of steel 

deck can be inconvenient when higher concrete strength, steel joist profiles, and different 

steel deck dimensions are used.  

Details of the modified push-out specimen are shown in Figure 1. Two concrete slabs of 

dimensions 610 mm wide, 660 mm long, and 114 mm thickness are connected to a pair 

of steel angles to form a push-out specimen. A 2.0CD/20 steel deck profile was used as a 

formwork and reinforcement for the concrete. Two studs of the same diameter (13 mm or 

16 mm) were placed in the same trough to predict the behavior of the system when they 

are located in the weak or strong side of the stiffener. 
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Figure 1. Details of the standard and modified push-out test setup 

 

Average values for two different concrete batches after 276 days were calculated in four 

groups resulting in an average concrete strength of 44 MPa, and the corresponding elastic 

modulus of 30,900 MPa. 

A 650 kN capacity, single ended actuator connected to both a force transducer and a 

hydraulic manifold, was used to load the specimen in compression. Lateral bracing 

system was placed at a distance of 152 mm from the bottom of the specimen to prevent 

the overturning moment at the base. The hydraulic actuator was connected to a MTS 

Flextest 100 scanner equipment that controlled the applied force and displacement 

procedures. Additionally, a StrainSmart® Data Acquisition System software was used to 

acquire, reduce, and store data from a Vishay scanner model 5100B connected to four 

string potentiometers. 

According to clause B.2.4 from [1], load was first applied in increments up to 40% of the 

expected failure capacity and then cycled 25 times between 5% and 40% of the expected 

failure load. For this initial stage in the loading procedure, the actuator was running in a 

force controlled mode. After this stage was completed, the actuator was run in a 

displacement controlled mode at a rate of 0.5 mm/minute (0.02 in/minute) up to a relative 

end level displacement of 13 mm (0.5 in). This procedure was done to ensure that the 

failure did not occur in less than 15 minutes, as stipulated in the code. The longitudinal 

slip between each concrete slab and the steel section was measured continuously during 

loading. The slip was measured until the load dropped to 20% below the maximum load. 

A typical load-slip curve for the shear stud anchor in profiled metal decking slab with 

pair of studs are shown in Figure 2. The characteristic resistance, PRk, was taken as 90% 

of the minimum failure load (divided by the number of shear studs) obtained from all 

tests, and slip was determined at two different load levels; slip measured at 0.5PMax [7,8], 

and the slip at 0.7PRk [1]. Pmax corresponds to the maximum load attained from all the 

specimens. The stiffness of the shear stud anchor should be taken as the load divided by 
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the slip at that load level. In Figure 2, the stiffness coefficient ksc corresponds to the 

stiffness of the shear connector at the characteristic resistance level, while ks corresponds 

to the stiffness of the shear connector at 0.5Pmax.  

 

 
Figure 2. Stiffness definitions based on % of the maximum load attained by the 

specimens 

 

3. FINITE ELEMENT MODEL 

 

A 3-D Finite Element model was developed using ANSYS to simulate the behavior of 

headed shear stud anchor in push-out tests. The model is validated against experimental 

results from twenty-four push out tests. Maximum displacements and the stress profile 

using this model are calculated and compared to experimental results. The displaced 

shape is obtained and superposed to the experimental displaced configuration. Variation 

on the stud diameter and shear stud position results on four cases to model: 13mm-

Strong, 13mm-Weak, 16mm-Strong, and 16mm-Weak. 

The push-out specimen used to describe the stud anchor behavior corresponds to the 

experimental model presented in Section 2. Due to the symmetric nature of the model, 

only half of the specimen is modeled in the Finite Element program as shown in Figure 

3. The model includes the two steel angles connected to a concrete slab by a pair of shear 

anchors. Placed in between the concrete and steel joist angles, a steel deck profile acts a 

supporting platform for the concrete deck. Slip between the steel member and the slab is 

measured at specified load increments, and the average slip is typically plotted against 

the load per connector. The predicted shear capacity can be obtained for two different 

stud diameters and two stud positions, by adjusting the Finite Element model without 

changing the concrete dimensions. 
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(a)                                            (b) 

Figure 3. (a) Experimental and (b) Finite Element Model of the modified version of a 

push-out test 

Newton-Raphson method evaluates the out-of-balance load vector, which is the 

difference between the restoring forces (the loads corresponding to the element stresses) 

and the applied loads. The program then performs a linear solution, using the out-of-

balance loads, and checks for convergence. If convergence criteria are not satisfied, the 

out-of-balance load vector is re-evaluated, the stiffness matrix is updated, and a new 

solution is obtained. This iterative procedure continues until the problem converges. 

Material properties are defined for each element in the structural mechanical model prior 

the solution is obtained. A higher order 3-D 20-node solid element, SOLID186, which 

exhibits quadratic displacement behavior, is used to model the steel sections and the 

round stocks attached to the steel. The element is defined by 20 nodes having three 

degrees of freedom per node: translations in the nodal x, y, and z directions. The element 

supports plasticity, hyperelasticity, creep, stress stiffening, large deflection, and large 

strain capabilities. It also has mixed formulation capability for simulating deformations 

of nearly incompressible elastoplastic materials, and fully incompressible hyperelastic 

materials. A higher order 3-D10-node element, SOLID187, which has a quadratic 

displacement behavior and is well suited to modeling irregular meshes (such as those 

produced from various CAD/CAM systems) is used to define the stud anchors, metal 

deck profile, and the concrete deck. The element is defined by 10 nodes having three 

degrees of freedom at each node: translations in the nodal x, y, and z directions. The 

element has plasticity, hyperelasticity, creep, stress stiffening, large deflection, and large 

strain capabilities. It also has mixed formulation capability for simulating deformations 

of nearly incompressible elastoplastic materials, and fully incompressible hyperelastic 

materials. 

ANSYS requires the uniaxial stress-strain relationship for concrete in compression. 

Numerical expressions [9], Eqs. 1-2 are used along with Eq. 3 [10] to construct the 

uniaxial compressive stress-strain curve for concrete in this study: 
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where 

f = stress at any strain ε; 

ε = strain at stress f; and 

ε0 = strain at the ultimate stress f ’c. 

The simplified stress-strain curve for the concrete model is shown in Figure 4(a). The 

curve starts at zero stress and strain. Point 1, at 0.30 f ’c, is calculated for the stress-strain 

relationship of the concrete in the linear range. Points 2, 3, and 4 are obtained from Eq. 

(1), in which ε0 is calculated from Eq. (3). Point 5 is at ε0 and f ’c. After Point 5 it was 

assumed a perfectly plastic behavior. 

A structural steel model assuming bilinear isotropic hardening behavior is used as in 

Figure 4(b). The steel modulus of elasticity is 200 GPa, Poisson’s ratio of 0.3, and 

density of 7,750 kg/m3. 

 

  

(a)                                                                            (b) 

Figure 4. (a) Experimental stress – strain curve for concrete, and (b) Experimental 

bilinear curve for structural steel 

Elastic-plastic bilinear model is used for the steel used in stud connectors. AISI 1018 

Mid/Low Carbon Steel is used to describe the material properties of the stud anchor. 

ASTM 1008 or ASTM A653 is used to describe the steel deck profile material properties. 

Defined from isotropic elasticity characteristics, the steel deck is defined to have a 

266



  

 

Young’s Modulus of 200 GPa, Poisson’s ratio of 0.30, a Bulk Modulus of 170 GPa, and a 

Shear Modulus of 78 GPa. 

An automated sweep meshing was generated to include tetrahedral cells in the concrete, 

steel deck profile, and stud anchor elements. Edge increment assignment and side 

matching/mapping were done automatically. Mapped meshing was used on both shear 

connectors to increase the hex-dominant elements. 

The loading procedure used to analyze the push-out specimen was defined to correlate 

the time procedure define in [1], and the experimental procedure. One hundred step sizes 

were defined to induce a better convergence of the model. Each step size is defined as the 

current load plus 220 kPa, to end at 2,200 kPa. This final load condition overpassed the 

expected failure load; therefore comparisons between the experimental push-out and the 

Finite Element model failure mode could be made. 

 

4. RESULTS 

 

Maximum displacements and stress profiles were obtained for 13mm-Weak, 13mm-

Strong, 16mm-Weak, and 16mm-Strong cases. Figure 5(a) illustrates the maximum 

displacements obtained from the linear elastic response of the model. 16mm-Strong 

attained the greater initial stiffness of 1,626,280 lb/in per unit length. The lowest value 

obtained corresponded to the 13mm-Weak case with an initial stiffness of 1,349,046 lb/in 

per unit length. An average stiffness was recorded as 1,486,215 lb/in per unit length. 

Figure 5(b) compares the average stiffness and the experimental mean stiffness value. It 

is evident that the results are in good agreement with the Finite Element model, with 

maximums of 24%. 

 

  
(a)                                                                               (b) 

Figure 5. (a) Applied force per unit area versus maximum displacement at midspan, and 

(b) Comparison between experimental mean stiffness and Finite Element model 

Maximum stress at the base of the shear stud anchor were obtained from four different 

models in order to compare the accuracy of the Finite Element program on predicting the 

failure mode and behavior of the experimental push-out test. Figures 6(a-d) shows the 

stress resultant at the shear stud level when 16 mm (5/8 in.) and 13 mm (1/2 in.) diameter 

stud connectors are placed in the strong position and weak position. 
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(a) (b) 

 
 

(c) (d) 

Figure 6. Shear stud anchor stress contour for (a) 16mm-strong; (b) 16mm-weak; (c) 

13mm-strong; (d) 13mm-weak 

The overall behavior of the Finite Element model reveals close agreement between the 

predicted values form [11] and the Finite Element model described herein. The predicted 

behavior follows the experimental deformation as anticipated, and it modeled the 

deformed steel deck profile. Moreover, similar behavior was captured when the stud 

anchor deformation was determined from the computer analysis. 

 

5. CONCLUSIONS 

 

In this paper, a Finite Element analysis was carried out using ANSYS to predict the shear 

stud failure and the overall push-out test behavior. Advance material properties were 

included into the Finite Element analysis to replicate the nonlinear behavior of the 

concrete and steel section Stresses and deformation at the stud anchor level compare well 

with the experimental data. Therefore, the Finite Element model can replace a more 

expensive experimental investigation. 

The maximum stresses obtained at the same load level were 34,583 psi and 35,247 psi 

for 1/2" stud diameters placed in the weak and strong position, and 52,851 psi and 52,952 

psi for 5/8" stud diameters placed in the weak and strong position, respectively. 

The predicted stress values from ANSYS were compared to the ultimate stress calculated 

from the stud capacities defined in the [11]. The stress prediction are in good agreement 

with the American code. As a consequence, the proposed Finite Element model is a 

feasible alternative to describe any type of stud anchor behavior for elastic behavior. 

 

 

 

 

268



  

 

Agradecimientos 

S.J. Yanez, J. Maldonado, and C.A. González acknowledge the support from the 

Department of Civil Engineering, University of Santiago, and from the Vicerrectoría de 

Investigación y Desarrollo, University of Santiago, through grant DICYT N° 051618YC 

“Utilización de la Modelación en Elementos Finitos para la Caracterización Mecánica del 

Conector de Corte Usado en Sistemas Compuestos de Hormigón y Vigas de Acero 

Reticuladas” (2016). 

 

REFERENCIAS 

 

[1] EN-1994 (2004). Eurocode 4: Design of composite steel and concrete structures - 

Part 1-1: General rules and rules for buildings. Brussels. 

[2] Nguyen, H. T. and S. E. Kim (2009). "Finite element modeling of push-out tests for 

large stud shear connectors." Journal of Constructional Steel Research 65(10-11): 

1909-1920. 

[3] AASHTO LRFD Bridge Design Specifications, 7th Edition, American Association of 

State Highway and Transportation Officials, 2014.  

[4] Al Hadithy, L. K., et al. (2009). "Experimental and Finite Element Investigation on 

the Load-Slip Behavior of Composite Push Out Segments Using Various Shear 

Connectors." Journal of Engineering Vol. 15(3): 25. 

[5] Yanez, S. “Linear and Nonlinear Analytical Stud Anchor Models for Application to 

Composite Steel Joist”, PhD Thesis, Villanova University, 2015. 

[6] Lam, D. and El-Lobody, E. (2005). "Behavior of Headed Stud Shear Connectors in 

Composite Beam." J. Struct. Eng., 10.1061/(ASCE)0733-9445(2005)131:1(96), 96-

107 

[7] Prakash, A., et al. (2012). "Modified Push-Out Tests for Determining Shear Strength 

and Stiffness of HSS Stud Connector-Experimental Study." International Journal of 

Composite Materials. 

[8] Oehlers, D. J. and R. P. Johnson (1987). "The strength of stud shear connections in 

composite beams." The Structural Engineer Vol 65B(No. 2): 4. 

[9] Desayi, P. and Krishnan, S., Equation for the Stress-Strain Curve of Concrete, ACI 

Journal, Proc. 61(3): 345-350 (1964). 

[10] Gere, J.M., Timoshenko, Mechanics of materials, General Engineering Series, PWS 

Pub Co., 1997. 

[11] AISC (2011). Steel Construction Manual, 14th Edition. USA. 

269



!
Sociedad Chilena de
Mecánica Computacional Universidad de Tarapacá

JORNADAS DE MECÁNICA COMPUTACIONAL 2016

La Escuela Universitaria de Ingeniería Mecánica y la Universidad de Tarapacá están orgullosas
de ser organizadores y anfitriones de la XV Jornadas de Mecánica Computacional 2016, punto
de encuentro natural de la Sociedad Chilena de Mecánica Computacional, nacida en 1995 en la
Universidad de Concepción.

El año 2003 se realizó el segundo encuentro organizado por la Universidad de Los Andes.
Desde ese año se ha mantenido de forma anual organizando los encuentros la Universidad de
Santiago (2004 y 2013), Universidad Técnica Federico Santa María (2005 y 2012), Universidad
de Concepción (2006 y 2015), Universidad de Chile (2007), Pontificia Universidad Católica de
Chile (2008 y 2011), Universidad de La Frontera (2009), Universidad de La Serena (2010) y la
Universidad de Talca (2014).

La versión XV de las Jornadas de Mecánica Computacional 2016 se pudieron realizar gracias
al apoyo de la Sociedad Chilena de Mecánica Computacional, el proyecto Computación de
Alto Desempeño en Ingeniería CYTED 516RT0512, Terminal Puerto Arica, ARID y el apoyo
institucional de la Universidad de Tarapacá y la Dirección General de Investigación mediante
los proyectos UTA-Mayor 8718-16 y UTA-Pregrado 8714-15 y 8715-15.

Un especial agradecimiento a los expositores plenarios Mariano Vázquez del Super Computer
Center Barcelona y Mario Storti de la Universidad Nacional del Litoral.

En nombre del comité organizador agradecemos profundamente la participación e interés de los
más de 100 participantes en los dos días de sesiones que se materializó en 60 presentaciones
orales y 30 artículos extendidos publicados en este Cuaderno. Esperamos en el futuro cercano
ser nuevamente organizadores de este atractivo punto de encuentro.

Comité Organizador

Cristóbal Castro
Edgar Estupiñan
Ricardo Fuentes
Ricardo Mendoza

Arica, Octubre 2016
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CÁLCULO EFICIENTE DE LOS ÍNDICES DE SOBOL’ MEDIANTE SUBESTRUCTU-
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MENTOS SÓLIDOS Y 2D DE ALIMENTOS POROSOS CON MVF por Moraga et
al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2



ACUMULACION DE ENERGIA SOLAR EN MUROS CON CAMBIO DE FASE PARA
VIVIENDA RURAL EN ZONAS SEMI ARIDAS por Moraga et al. . . . . . . . . . . . 42

CONVECCION NATURAL LAMINAR Y SOLIDIFICACION 3D CON MVF Y MULTI-
PLES CICLOS SECUENCIALES P-V-T por Moraga et al. . . . . . . . . . . . . . . . . 43

CONVECTIVE PHASE CHANGE PROBLEMS IN POLAR COORDINATES WITH SE-
QUENTIAL P-V-T IMPROVED ALGORITHM AND FINITE VOLUME METHOD
por Moraga et al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

ESTUDIO DEL TRANSPORTE DE MATERIAL EN UN MOLINO SAG MEDIANTE EL
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SIMULACIÓN COMPUTACIONAL BIDIMENSIONAL DE FLUJO ROTATORIO DE UN
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ABSTRACT

In the last two decades, railroads worldwide have gone through remarkable changes. The
conventional wood crossties have been replaced gradually by steel reinforced composite
recycled  plastic  sleepers.  The  driving  force  behind  the  replacement  has  been  the
longevity of composite recycled crossties. The possibility of replacing the steel rebars by
composite  solid rods made of unidirectional glass fibers pultruded in  epoxy resins is
investigated here. Unidirectional composite glass fiber rods obtained by pultrusion have
higher elastic module and flexural stiffness. A 3D finite element model compares the
performance of crossties made of steel reinforcement against the ones made of composite
glass fibers pultruded rods reinforcement on a recycled core. Experimental results are
reported also. 

Key Words: Glass fiber, Epoxy resin, Pultruded rods, Finite Element , Composites.  
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ABSTRACT

The manufacturing of wind turbine blades relies on composite laminates. Strong wind
load produces  large curvature  leading to  delamination and fracture.  The inclusion  of
reinforcement  rods  in  the  composite  laminates  increase  blade  stiffness.  Multiple
pultruded thin rods cured side-by-side forms stiffeners in the laminates.   A finite element
model  of  the  reinforced  laminate  is  developed.  The  mechanical  performance  of  the
reinforced laminate shows several advantages. The article presents a comparison between
the reported experimental results and finite element model. 

 

Key Words: Stiffners, Pultruded rods, Finite Element , Laminate Composites.   
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RESUMEN

El  presente  trabajo  presenta  el  análisis  del  modelo  de  fractura  Mohr-Coulomb Modificado
(MMC  por  sus  siglas  en  inglés)  en  la  simulación  de  procesos  de  conformado  de  láminas
metálicas. El modelo MMC considera la influencia de la triaxialidad y el ángulo de Lode (a
través del parámetro de Lode). A su vez, este modelo se define en el espacio de la deformación
equivalente gracias a su mayor resolución comparado con el de la tensión en el rango plástico.
La aplicación de este modelo, basado en las tres variables indicadas (triaxialidad, parámetro de
Lode y deformación equivalente), permite establecer un “lugar de fractura” de manera análoga a
los  diagramas  de  conformado  límite.  La  estimación  completa  del  comportamiento  de  los
materiales para conformado contempla la aplicación de un criterio de fluencia Hill 48 asociado,
una función de endurecimiento tipo exponencial (Hollomon) y el ya descrito criterio de fractura
MMC.

La caracterización de este modelo llevada a cabo en este trabajo se basa principalmente en la
determinación de los coeficientes de Lankford para las tres direcciones principales de laminación
(0°, 45° y 90°) y las constantes c1, c2 y c3 del modelo de fractura MMC. Determinadas dichas
constantes,  el modelo se implementa en un código de elementos finitos propio. Se analiza la
respuesta  del  modelo  en casos  de tracción  simple,  de  tracción  con probetas  entalladas  y  de
punzonado. Se espera aplicar este modelo en un caso real de estampado, verificar su precisión y
compararlo a otros criterios utilizados hasta el momento.
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RESUMEN

Las  pozas  solares  son  colectores  solares  de  bajo  costo  que  permiten  recolectar  y
almacenar calor en el largo plazo. Para el diseño y evaluación de las pozas, es importante
contar con herramientas computacionales que permitan representar el  comportamiento
térmico de éstas. Dado a que altas temperaturas se alcanzan en el fondo de las pozas,
parte del calor almacenado se pierde hacia el suelo, por lo que es relevante tener una
representación  adecuada  de  estos  flujos.  En  la  siguiente  investigación,  un  modelo
unidimensional transiente es desarrollado en Matlab 2013a para representar la evolución
térmica  de  una  poza  solar  y  el  suelo  bajo  ella,  utilizando  el  método  implícito  de
diferencias finitas. Para calibrar y validar el modelo se utilizan mediciones de una poza
solar experimental bajo techo de 2,82 m2 de superficie, en la que se utilizan luces de alta
intensidad  para  representar  la  radiación  solar.  Además,  el  modelo  es  validado  con
mediciones de tres pozas solares adicionales disponibles en la literatura [1-3]. 
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(CONICYT),  Chile,  por  fundar  el  proyecto  Fondecyt  de  Iniciación  N°11121208,  al
Centro de Desarrollo Urbano Sustentable (CEDEUS – CONICYT/FONDAP/15110020)
y al Centro de Tecnologías para la Energía Solar (CSET – CORFO CEI2-21803), que han
apoyado a esta investigación.
Referencias
1.  Ali,  H.M., 1986. Mathematical  modelling of salt  gradient  solar pond performance.
Energy Res. 10, 377–384
2.  Huanmin, Lu., John, C.W.,  Andrew, H.P., 2001. Desalination coupled with salinity
gradient solar ponds. Desalination 136, 13–23.
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extraction  from salinity-gradient  solar  ponds  using  heat  pipe  heat  exchangers.  Solar
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RESUMEN

Este estudio tiene como propósito la adaptación y ensayo de un algoritmo que permite realizar
un  análisis  global/local  no  intrusivo  de  una  estructura  elástica  lineal con  singularidades,
utilizando software de análisis de elementos finitos. Se define como esquema de análisis un
proceso iterativo que busca minimizar los desequilibrios en la interfaz global/local mediante la
compensación de los efectos de la flexibilidad entregados por el dominio local  [1,2]. Luego de
la selección de un software (Code Aster), se escribe el algoritmo en ambiente Python. Este se
valida mediante un análisis realizado previamente a una estructura simple con un software
comercial (Samcef) y comparando con el resultado del algoritmo. Se observa a través de un
análisis del error residual relativo que el sistema tiende a la convergencia desde el principio y que
a partir de la octava iteración ambos sistemas se estabilizan bajo un mismo valor  [3,4]. Para los
otros ensayos realizados se encuentra un comportamiento similar. Se discuten los resultados
desde  el punto  de  vista  del tiempo  de  procesamiento  y las ventajas del algoritmo en la
modelación en estructuras complejas con singularidades.
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8



                                             Jornadas de Mecánica Computacional
Sociedad Chilena de                                                       6-7 de octubre de 2016
Mecánica Computacional                                                       Arica - Chile

SIMULACIÓN DINÁMICA CICLO BRAYTON CON CO2

SUPERCRÍTICO COMO FLUIDO DE TRABAJO Y ENERGÍA
SOLAR COMO FUENTE ENERGÉTICA 

Gregory Berthet Couso1, Rodrigo Barraza Vicencio1 y Ricardo Vasquez Padilla2

1Departamento de Ingeniería Civil Mecánica – Universidad Técnica Federico Santa María
 Av. Vicuña Mackenna 3939 - San Joaquín - Santiago - CHILE

e-mail : gregory.berthet@alumnos.usm.cl, rodrigo.barraza@usm.cl   

2School of Environment, Science and Engineering - Southern Cross University
PO Box 157, Lismore NSW 2480, Australia
e-mail : ricardo.vasquez.padilla@scu.edu.au 

RESUMEN

Chile espera al año 2035 que el 60% de su electricidad provenga de fuentes renovables,
para lo  cual  se requieren tecnologías  eficientes  y de operación continua.  Las plantas
concentradoras  solares  con  acumulación  de  energía  en  sales  y  que  utilizan  un  ciclo
Rankine de generación son una alternativa, pero la eficiencia del ciclo se ve perjudicada
por las altas temperaturas diurnas y la escasez de agua del norte. Una alternativa son los
ciclos  Brayton  con  CO2 supercrítico  (sCO2),  los  cuales  presentan  altas  eficiencias  y
requerimientos de agua mínimos.  
Este proyecto desarrolla un modelo numérico transiente de un ciclo Brayton con sCO2

utilizando  Simulink  de  Matlab.   La  energía  térmica  es  suministrada  desde  una  torre
concentradora solar y no se contempla acumulación. El modelo permite el análisis de la
planta con respecto a las variaciones en las condiciones ambientales (radiación solar y
temperatura) durante todo un año, para así determinar su eficiencia, potencia y rangos de
presiones más apropiados para distintas configuraciones y enfriamiento seco (debido a la
escasez de agua). El modelo será validado utilizando los resultados descritos por Casella
y  Leva  [1].   Los  resultados  permitirán  discernir  cuales  son  los  parámetros,
configuraciones y equipos claves para optimizar potencias, eficiencias y requerimiento
de agua.

Referencia
[1] Casella,  F.,  Leva,  A.  (2006)  “Modelling  of  Thermo-Hydraulic  Power  Generation
Processes  Using  Modelica”.  Mathematical  and  Computer  Modeling  of  Dynamical
Systems, vol. 12, n. 1, pp. 19-33.
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RESUMEN

En este trabajo se aborda la resolución de la ecuación del transporte advectiva difusiva. Di-
cha ecuación es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con términos parabólicos e
hiperbólicos,

∂c
∂ t

= ∇(D∇c)−∇vc (1)

donde D es el coeficiente de difusión [longitud2/tiempo], c es la concentración [masa/longitud3],
y v es la velocidad [longitud/tiempo].

Uno de los paradigmas numéricos más difundidos para la discretización (y posterior resolución)
de este tipo de sistemas de ecuaciones es el método de las Diferencias Finitas. Dentro de los
métodos de diferencias finitas se puede trabajar con diversos esquemas, así se pueden especificar
métodos explícitos o implícitos en el tiempo o un promedio de ambos esquemas como es el
caso de Crank-Nicolson. El objetivo del presente trabajo es evaluar la precision de los esquemas
explícitos e implícitos para la resolución de la ecuación de transporte en 3D incluyendo técnicas
de proceso paralelo en tarjetas gráficas (GPUs). La resolución de dicha ecuación en CUDA
ha sido abordada por varios autores [1] [2], en este trabajo a diferencia de los mencionados,
estudia la precisión de los esquemas implícitos y explícitos, con diferentes discretizaciones, en
distintos puntos de la simulación y utilizando diferentes deltat para la resolución de la ecuación
de transporte mediante la comparación con soluciones analíticas.
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RESUMEN

En el presente trabajo se estudia la influencia de la distribución asimétrica de daño superficial en
la respuesta estática de cables dañados (presencia de componentes fracturados en la capa exterior
del cable) con geometría multicapa. Para evaluar los efectos de la distribución asimétrica del
daño en  la  sección  transversal  del  cable,  se  utiliza  un  algoritmo numérico  simplificado  que
considera el cable como una viga nolineal con pequeñas deformaciones e hipótesis de Bernoulli
sometida a carga axial y flexión biaxial [1]. El contacto radial entre componentes de distintas
capas en la sección del cable [2] es incluido en la formulación de manera de estimar el valor de la
fuerza transversal  por  unidad  de longitud resultante  que actúa sobre  el  cable  producto de la
pérdida de su simetría,  que induce la flexión biaxial.  Este algoritmo es capaz de predecir  la
deformada del cable dañado y el gradiente de tensiones y deformaciones en la sección transversal
producto de la concentración de tensiones y deformaciones en los componentes adyacentes al
daño. Esta concentración puede producir una falla temprana de los componentes no fracturados
del cable y por consiguiente reducir la carga axial máxima (resistencia residual) y la deformación
axial de fractura en comparación a un cable sin daño.  El algoritmo se utiliza en cables de acero
comerciales cuyos diámetros varían entre 2 mm y 32 mm para estudiar el impacto del nivel de
asimetría del daño, diámetro del cable y grado del daño (porcentaje de componentes fracturados)
en la deformación de fractura y resistencia residual de éstos.
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RESUMEN

En este  artículo se presenta  la implantación de un sensor  virtual que permite estimar
parámetros operacionales en procesos petroleros. En particular, el proceso seleccionado
como caso de estudio es un pozo con método de levantamiento artificial por  Gas. Se
plantea para ello, el uso de técnicas neuro-difusa que combinan las ventajas de las redes
neuronales  y de  los  sistemas  difusos,  como  también métodos  numéricos  basados  en
ecuaciones  diferenciales  ordinarias  (EDO).  Los  resultados  obtenidos  luego  de   la
implementación,  demuestran  el  buen  desempeño  del  sensor  virtual,  en  cuanto  a  la
exactitud y generalización de la predicción de los gradientes de presión y energía, sujeto a
condiciones de borde (presión, temperatura y tasas de flujo en superficie).
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RESUMEN

En  este  trabajo  se  considera  el  problema  de  construir  una  solución  analítica  de  la
ecuación de Richards, la cual ha sido ampliamente utilizada para modelar el flujo de una
fase líquida a través de un medio poroso parcialmente saturado. Para tal efecto, se aplica
el  Método  de  Análisis  Homotópico,  recientemente  introducido  en  [2-3],  quien  ha
mostrado ser superior a las técnicas de perturbación tradicionales, en el sentido de que no
depende de hipótesis sobre parámetros de magnitud pequeña. Por otro lado, esta técnica
ha resultado ser muy versátil para resolver problemas no lineales de alta complejidad.
Esta investigación sigue el enfoque utilizado en [1]. Habiendo constatado la dificultad del
método para considerar en su formulación familias paramétricas arbitrarias tales como
Brooks-Corey y van Genuchten, se amplian los resultados informados en [1], los cuales
se basan en familias paramétricas muy simplificadas y sin significado físico. Finalmente,
se completa el estudio de convergencia ralizado en [1].     

Referencias
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[3] S.J. Liao, Homotopy Analysis Method in Nonlinear Differential Equations, Springer,
2012.

13



!
Sociedad Chilena de
Mecánica Computacional

Jornadas de Mecánica Computacional
6-7 de octubre de 2016

Arica - Chile

ESTUDIO NUMÉRICO-EXPERIMENTAL DEL COMPORTAMIENTO
DE UN MEDIO POROSO MODIFICADO CON UN MATERIAL DE
CAMBIO DE FASE ANTE UNA CARGA TÉRMICA CONVECTIVA

Claudia Castillo C.∗, Daniela Sellao C.∗, Diego A. Vasco∗, Ignacio Barra R.+, Carlos
Salinas L.+ y Nelson O. Moraga++

∗ Departamento de Ingeniería Mecánica - Universidad de Santiago de Chile
Av. Bdo. O’Higgins 3363 - Santiago - CHILE

e-mail : diego.vascoc@usach.cl
+ Departamento de Ingeniería Mecánica - Universidad del Bío-Bío

Avda. Collao 1202 - Concepción - CHILE
e-mail : ibarra@alumnos.ubiobio.cl, casali@ubiobio.cl

++ Departamento de Ingeniería Mecánica - Universidad de La Serena
Benavente 980 - Santiago - CHILE

e-mail : nmoraga@userena.cl

RESUMEN

Los materiales de cambio de fase (PCM) se han convertido en una alternativa para regular las
variaciones de temperatura que se observan en diferentes recintos, por efectos de cargas tér-
micas externas e internas. La parte experimental conlleva la determinación de las propiedades
termofísicas de madera de pino radiata impregnada con un PCM (octadecano) y la puesta en
marcha de un montaje experimental, para el estudio del material poroso modificado con PCM
ante una carga térmica convectiva. El proceso térmico de acumulación y liberación de energía
acumulada en el trozo de madera con PCM, originado por convección forzada de aire, se mo-
dela mediante un código basado en el método de volúmenes finitos. La situación física consiste
de un ducto de 2 m de longitud y 0.1 m de diámetro hidráulico. La pieza rectangular de material
modificado se ubica en posición horizontal a una distancia de 1.5 m, medidos desde el ingreso
de aire. Los resultados de la variación de la temperatura en la madera impregnada con octa-
decano se comparan con datos medidos en esta investigación. La simulación ha permitido una
comprensión más detallada del fenómeno de almacenamiento térmico, así como del proceso de
carga y descarga térmica del material poroso modificado. Los resultados numéricos incluyen la
variación transiente del número de Nusselt local en las superficies del material modificado, la
distribución de temperaturas y velocidades al interior del ducto.
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RESUMEN 
 

Las mezclas zeotrópicas se caracterizan porque su temperatura cambia durante 
evaporación y condensación a presión constante. También, las composiciones de sus 
fases líquida y gaseosa son diferentes, en el equilibrio líquido-vapor.  La utilización de 
estas mezclas ha mejorado sustancialmente la eficiencia de los ciclos de refrigeración 
Joule-Thomson.   
El presente trabajo pretende realizar el modelamiento numérico de una mezcla metáno-
etáno (60%/40% en volumen) durante su evaporación como herramienta para estimar los 
coeficientes de transferencia de calor locales convectivos en el interior de tubos pequeños 
horizontales. Barraza et al. [1] sugiere que el flujo tiene un comportamiento anular 
durante la mayor parte de su evaporación, por lo que el modelo se enfoca en esta 
condición. En el análisis se incluyen los puntos de vista de la fluido dinámica y de la 
transferencia de calor.  El modelamiento numérico se realiza utilizando el programa 
Engineering Equation Solver.   
Los resultados de este trabajo pretenden ser validados por medio de la comparación  con 
los datos obtenidos experimentales proporcionados por Barraza [2] y se espera mejorar 
las predicciones de las correlaciones recomendadas por Barraza et al. [1]. El modelo 
permitirá mejorar el entendimiento de la transferencia de calor en el proceso de 
evaporación de mezclas zeotrópicas. 
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RESUMEN
El  estudio  de  la  solidificación  de  gotas  en  caída  libre,  motivada  por  un  proceso  de
peletización de escoria, es un fenómeno que requiere de un desarrollo sistemático y una
prolija  revisión  bibliográfica,  condición  dada  principalmente  por  las  dificultades  que
presenta su validación cuantitativa y experimental  [1]. Por lo tanto, se escoge el modelo
de recuperación de calor latente [2] como modelo de solidificación debido a que permite
una validación experimental basada en la temperatura externa de la gota, facilitando el
desarrollo e investigación del problema.
El  algoritmo  desarrollado  arrojó  resultados  coherentes  con  la  aproximación  analítica
obtenida como referencia [1], conteniendo desviaciones fundadas en la suposición de un
coeficiente de convección y temperatura de borde constantes, validando el modelo en su
capacidad global de predecir el comportamiento del fenómeno. Luego, la simulación de
la solidificación de una gota de escoria determinó que esta requiere de una distancia de
caída  significativa  para  completarse,  siendo  además  significativamente  sensible  al
diámetro, adición de un contraflujo y disminución del porcentaje de solidificación de la
gota. Finalmente, un análisis de sensibilidad adimensional determinó que, para obtener
una aproximación del tiempo adimensional de solidificación, se requiere de un estudio
que  determine  el  porcentaje  de  solidificación  en  función  de  todas  las  propiedades
térmicas, incluyendo las propiedades ambientales.
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RESUMEN

La arteria aorta  es sometida en condiciones fisiológicas a una onda de presión variable en el
tiempo que provoca estados tensionales que afectan la respuesta biomecánica de su pared. Este
trabajo presenta un estudio numérico y su validación experimental para cuantificar los esfuerzos y
deformaciones  presentes  en  la  pared  arterial  durante  un  ciclo  cardiaco.  Los  parámetros
constitutivos se obtienen de ensayos de tracción uniaxial, los que permiten la caracterización
biomecánica de este material biológico [1]. Se realiza también un ensayo de simulación cardiaca
utilizando  una  bomba [2]  que  permite  reproducir  un  ciclo  cardiaco  en  una  arteria  aorta  de
cordero. Durante todo el ensayo se registra el caudal, presión y movimiento que sufre la arteria.
Posteriormente,  se realiza el análisis numérico del ensayo de simulación cardiaca, para ello se
efectúa la reconstrucción geométrica de la arteria y para la respuesta mecánica del material se
adopta un modelo hiperelástico caracterizado con los ensayos de tracción. El modelo se resuelve
usando  el  método  de  elementos  finitos.  Los  resultados  numéricos  son  comparados  con  las
deformaciones y la evaluación de la distensibilidad de la arteria.
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RESUMEN

Inicialmente, se lleva a cabo la evaluación del desempeño de un código computacional basado
en CVFEM (Control volume finite element method), desde los tiempos de cálculo y la preci-
sión de los resultados numéricos, obtenidos para un problema tipo benchmark de transferencia
de calor. El código original implementa el algoritmo de almacenamiento de matrices dispersas
CRS (compressed row storage) y Gauss-Seidel con sub-relajación como método de solución.
El código, que además implementa el algoritmo de acoplamiento presión-velocidad PRIME,
fue inicialmente desarrollado para estudiar problemas de transferencia de calor y mecánica de
fluidos en dominios bidimensionales, discretizados a través de mallas estructuradas. El primer
objetivo es realizar una versión mejorada del código, mediante la implementación del método
de solución de ecuaciones skyline matrix storage con descomposición de Cholesky, mallas no
estructuradas (Gmsh) y un algoritmo de acoplamiento más eficiente (SIMPLER). El segundo
objetivo es implementar la herramienta computacional mejorada en el estudio de una aplica-
ción conjugada con materiales de cambio de fase (PCM) en tubos concéntricos, como medio de
almacenamiento energético en edificaciones y sistemas de refrigeración. Los principales resul-
tados presentados son los tiempos de carga/descarga del PCM y el comportamiento transiente
de los flujos de calor, distribución de temperaturas y posición de la interfaz sólido/líquido.
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RESUMEN

Este trabajo presenta una metodología numérica y experimental para el análisis del contacto
entre un sólido deformable y un plano rígido. El modelo de contacto sin fricción utilizado para
definir la componente normal incluye un termino elástico y otro de amortiguamiento viscoso.
La restricción de contacto se incorpora en las ecuaciones que gobiernan el comportamiento di-
námico mediante la técnica de penalización [1]. Dicha restricción se formula a partir de una
ecuación de superficie que describe la geometría del sólido rígido, facilitando la detección del
contacto y proporcionando una ecuación continua y diferenciable para el desarrollo del mo-
delo matemático. El sólido deformable se describe con un modelo de material hiperelástico y
el sólido rígido se parametriza usando coordenadas cartesianas, facilitando la implementación
numérica del problema de contacto. Por último, se presenta el procedimiento experimental, que
consiste en registrar el impacto de un sólido deformable (fabricado en poliuretano) sobre una
placa rígida (fabricada en acero inoxidable). Para capturar el movimiento y deformaciones du-
rante el impacto se usa una cámara de alta velocidad. Mediante un procesamiento de imágenes
se obtiene el desplazamiento del sólido deformable. Los resultados experimentales son compa-
rados con la simulación para validar los modelos adoptados.
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RESUMEN

El método de descomposición de dominios multiescala introducido en [1] ha sido recientemente
adaptado para la simulación de delaminación y pandeo de materiales compuestos laminados
[2, 3]. En estas contribuciones se han utilizado elementos finitos lineales dentro de la estrategia,
imponiendo la necesidad de 8 o más elementos en el espesor para capturar correctamente la
flexión y el pandeo de placas 3D. En este trabajo, se propone la incorporación de un elemento
finito cuadrático y la respectiva adaptación de las interfaces de la descomposición de dominios,
con la finalidad de reducir el número de grados de libertad. Estas modificaciones se estudian en
problemas de placas 3D en pandeo.
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ABSTRACT 
A first-principles study by using density functional theory and Boltzmann transport theory have been 
performed to evaluate the thermoelectric properties of single layer 2D materials. The compounds studied 
belong to the IV-VI chalcogenides family. SnSe, SnS, GeSe, GeS  have an orthorhombic crystal structure, 
while SnS2 and SnSe21–4 exist in hexagonal crystal structures. These materials are studied due to their 
potential applications in thermoelectrics, energy harvesting, optoelectronic devices, telecommunications, 
and etc. Generalized gradient approximation (GGA-PBE) is used as an exchange-correlation functional for 
the electronic band and density of states calculations. The post DFT calculations, by using BoltzTraP 
package, are performed to calculate Seebeck coefficient, electrical and electronic thermal conductivity, and 
power factor as a function of temperature. 
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ABSTRACT 
 

We have developed a multiscale technique to compute efficiently the discrete solution for 
highly heterogeneous porous media problems [1]. Such technique allows for 
incorporating the fine-scale heterogeneity information into a coarse-scale iteration 
procedure. Global problems are solved with an overlapping iterative domain 
decomposition procedure based on the Dirichlet intraface condition. In the subdomains, 
local problems are solved with linear combination of a family of multiscale basis 
functions. In order to evaluate the computational advantage of this multiscale technique, 
we perform simulations to compare numerical results in which local problems are solved 
by employing two schemes: the multiscale basis functions and the traditional finite 
difference discretization. Aspects of comparison include grid refinement and 
heterogeneity level analysis. The same computational advantage is to be observed when 
implementing the multiscale technique in parallel computation. 
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RESUMEN

Por la ubicación geográfica y con la historia telúrica que tenemos, es claro que vivimos en uno
de los países más sísmicos del mundo. La teoría de placas y de la deriva de los continentes,
junto con el registro histórico de los grandes sismos, evidencian también que Arica está en alto
riesgo de sufrir un terremoto de gran magnitud con un tsunami del tipo devastador.
Si bien la población de la ciudad de Arica está altamente consciente de este riesgo y se han
realizado numerosos simulacros de tsunami y ensayos de evacuación, en general la gente no
sabe el comportamiento ni la dinámica de los tsunamis que pueden afectar a nuestras costas.
El objetivo de este proyecto es la búsqueda de parámetros que caractericen los tsunamis en
las costas de nuestra ciudad de Arica y establecer (si existe) una correlación con los sismos
generadores de ellos.
Con el modelo numérico computacional trabajado en el Proyecto UTA 8710-11, se modelarán
los posibles tsunamis en nuestras costas, buscando patrones de comportamiento ligados a los
parámetros sísmicos que se puedan producir. Se espera lograr resultados que permitan estimar
las zonas inundables según la dirección y comportamiento de las masas de agua en la ciudad de
Arica, según el sismo que lo haya generado, determinando si existen patrones en estos compor-
tamientos ligados a los parámetros del sismo.
Se espera generar información sobre el comportamiento y la dinámica de los posibles tsunamis
que pueden afectar a las costas de nuestra ciudad, que provean información para establecer
planes de evacuación de la población hacia zonas seguras, y planes de contingencia de los
servicios especializados (ONEMI, Puerto, establecimientos del borde costero, etc) en escenarios
sísmico- tsunámicos previamente estudiados.
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RESUMEN

El norte  de  Chile presenta  los mayores niveles de  radiación solar  a  nivel mundial[1],
adicionalmente se encuentra ubicado en el cinturón de fuego del pacífico, zona con gran
potencial geotérmico[2].  Dado lo anterior,  se plantea la utilización del recurso solar y
geotérmico, evaluando potenciales sinergias.
Algunos  autores  han  demostrado  a  través  de  modelos  termodinámicos  en  estado
estacionario que la hibridación solar-geotérmica permite entregar un aumento de potencia
del ciclo  [3]. Sin embargo, dado que el recurso solar se comporta de forma transiente,
variando a través del tiempo, un modelo que capture tal dinámica ha sido desarrollado
utilizando la plataforma TRNSYS, para la localidad de Apacheta, Región de Antofagasta.
El  objetivo  de  dicha  simulación  es  evaluar  el  desempeño  anual,  considerando  las
variaciones de temperatura ambiente y disponibilidad de radiación solar,  de una planta
single-flash con asistencia de colectores cilindro-parabólicos, donde el recurso solar es
utilizado para sobrecalentar el fluido geotérmico suministrado a la turbina.
Con  el  objetivo  de  analizar  y  cuantificar  los  beneficios  de  la  integración  de  ambos
sistemas, se establecen diferentes figuras de mérito que permiten determinar el grado de
aprovechamiento de los recursos gracias a la hibridación, respecto de su utilización por
separado. Dicho análisis se realiza con base en la potencia de salida, costo capital y costo
exergético de los componentes. Los resultados avalan la existencia de sinergias gracias a
la hibridación y la presencia de estrategias óptimas de integración.
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RESUMEN 

Debido a que la toma de decisiones en empresas de producción relacionadas al 

mantenimiento y operación de equipos se basa en muchas consideraciones diferentes, en 

la actualidad se diseñan sistemas de soporte a las decisiones, las cuales se basan en 

múltiples disciplinas, que incluye entre otras, la inteligencia artificial, los métodos de 

simulación, la teoría de supervisión industrial, y la ingeniería de software.  En el presente 

trabajo se presenta un aporte al desarrollo de tales sistemas de toma de decisiones, 

proponiendo una arquitectura tolerante a fallos implementada como un Sistema 

Multiagente, destinada a establecer estrategias óptimas de mantenimiento predictivo y 

correctivo. La arquitectura apoyará los procesos de tolerancia a fallas en entornos 

industriales, y alimentará diferentes sistemas informáticos, a través de interfaces 

adecuadas. En particular, en todo lo referente a la toma de decisiones en la gestión 

óptima de activos. En este trabajo se presenta la arquitectura del sistema multiagente, 

para la gestión del mantenimiento asistido por el ordenador “GMAO”, para tareas de 

mantenimiento basado en condición del tipo “MBC” (Mantenimiento Basado en 

Confiabilidad, o “RCM” por sus siglas en inglés). Dicha arquitectura es especificada 

usando la metodología MASINA, y sirve como base para la futura implementación y 

simulación del sistema de toma de decisiones GMAO. 
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RESUMEN

En este  trabajo  se  estudia  la interacción de  fluido  monofásico  y bifásico  con
estructuras sólidas, mediante simulación computacional. Se emplea el método numérico
sin malla SPH [1] (Smoothed Particle Hydrodynamics), implementado en el programa de
cálculo  OpenSources  Dualsphysics,  que  utiliza  una  formulación  Lagrangiana  para
describir el modelo. Se presentan tres casos de estudio, correspondiendo el primero de
ellos a una turbina, cuyo movimiento se origina por la acción del fluido sobre sus álabes.
Específicamente se evalúan diferentes posiciones de la turbina para optimizar la posición
de impacto del agua sobre sus álabes. El segundo caso describe la mecánica de fluidos
tridimensional de un tsunami en el monumento Faro de la ciudad de La Serena. Esto se
calculó mediante la generación de un tren de olas constituido por tres ondas que impactan
con la estructura del monumento. Finalmente, en el tercer caso y de forma bidimensional,
se  incorpora  en  la  simulación y análisis del  problema del  tsunami,  una  comparación
empleando un fluido monofásico y un fluido bifásico, que representa el arrastre producido
con sedimento (agua y arena). Los resultados obtenidos son de velocidades y presiones,
los que mediante técnicas de posproceso, se traducen en fuerzas, potencias y rendimiento
desde un punto de vista energético. 
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RESUMEN

La suspensión en un automóvil es  el conjunto  de  elementos  que  absorben las
irregularidades del terreno por el que circula para aumentar la comodidad y el control del
vehículo. Este sistema mecánico actúa entre el chasis y las ruedas, las cuales reciben de
forma directa los esfuerzos que es sometido por la superficie transitada. En el caso del
Automóvil INTIKALLPA IV (IK 4) se espera que este sistema absorba las fuerzas que
recibe el vehículo por  las irregularidades del camino en las competencias y asegure la
integridad del piloto,  junto a los componentes frágiles del vehículo. En este trabajo, se
presentan los principales aspectos del diseño del sistema de suspensión delantera y trasera
del Automóvil Solar IK 4 de la Universidad de La Serena. La definición de este sistema
mecánico requirió, junto con la decisión de los aspectos geométricos y de materiales, de
un análisis estático y dinámico del conjunto completo, como de cada una de sus partes,
basado  en  la  simulación computacional  del  mismo.  En  el  diseño  y en  la  simulación
computacional  del  sistema se  utilizó  el  software  ANSYS.  Los  resultados  entregados
corresponden  a  esfuerzos  y  deformaciones.  Finalmente,  estos  estudios  optimizan  la
fabricación, obteniendo sistemas más competitivos, de menor peso y más seguros, lo que
ha permitido una presencia y liderazgo nacional e internacional de los vehículos solares
INTIKALLPA. 
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RESUMEN

En este  trabajo se presentan los resultados  de la simulación numérica del proceso  de
soldadura GTA (sin aporte de materia) en diferentes aceros al carbono. Con la simulación
se investiga la fenomenología del proceso y sus consecuencias posteriores sobre la unión
soldada.  La  modelación  físico-matemática  del  proceso  de  soldadura  se  basa  en  las
ecuaciones de transporte, considerando cambio de fase, con zona líquida, sólida y pastosa.
El proceso de convección en la pileta líquida se desarrolla a través de un flujo laminar,
incompresible, newtoniano y transiente. La zona pastosa es modelada como zona porosa
bajo modelos  propuestos  por  Darcy-Brinkman-Forchheiner  [1].  En la solución de  las
ecuaciones  se  empleó  el  método  de  volúmenes  finitos,  con  el  algoritmo  SIMPLE
programado  en  lenguaje  FORTRAN.  Las  simulaciones  fueron  del  tipo  térmicas
tridimensionales con fuente de calor estática y móvil; y modelación axi-simétricas con
fuente de calor estática. También, se utilizó un modelo de estimación de microestructuras
y para  los modelos  axi-simétricos,  se empleó una “pileta  líquida de  incubación” para
acoplar la mecánica de fluidos. Los resultados fueron validados a través de referencias
bibliográficas  y  datos  experimentales,  obtenidos  de  experimentos  publicados  de  los
procesos de soldadura. 
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RESUMEN

En aplicaciones de mecánica estructural, la incertidumbre de los parámetros de análisis puede
ser incorporada mediante variables aleatorias cuyas características se transmiten a la respuesta
del sistema, aumentando considerablemente la complejidad del problema. Es por esto que es
de interés determinar el impacto de cada parámetro incierto en la variabilidad de la respuesta.
Existen diversos enfoques y métodos para realizar este análisis de sensibilidad [1]. En esta
contribución se aborda uno en particular: los índices de Sobol’ [2]. La estimación de estos
índices es numéricamente muy costosa, pues habitualmente es necesario recurrir al método de
simulación de Monte Carlo. En este trabajo, se presenta un método para reducir este costo
numérico. El método propuesto consiste en modelar la estructura aplicando subestructuración y
generar un número limitado de muestras de cada subestructura. Luego, se realiza un remuestreo
de este conjunto de subestructuras, aumentando así el número total de muestras disponibles para
la estimación de los índices de Sobol’, sin tener que realizar el análisis completo para cada una.
Se demostrará este método aplicándolo a un modelo de elementos finitos, evaluando la calidad
de la estimación de los índices.
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RESUMEN

Las características que posee el CO2 presentan un gran potencial para ser utilizado en la
generación de  potencia,  dado  que,  a  diferencia de otros  fluidos,  carece  de  toxicidad,
inflamabilidad y no genera daño en la capa de ozono.  El presente  trabajo describe el
análisis de  un  ciclo  transcrítico  de  CO2,  debido  a  las  ventajas  que  presenta  para  la
generación directa  de  vapor,  en  el  rango  de  temperatura  media (hasta  400°C)  [1] y
accionado por colectores solares concentradores del tipo Fresnel. El sistema es evaluado
en régimen transiente, a través del software TRNSYS, debido a la naturaleza del recurso
solar,  cuya potencia  varia  durante  el  día.  Se  analiza también la incorporación de  un
almacenamiento  térmico  de  concreto,  que  permite  una  buena  integración  a  las
temperaturas de trabajo. el análisis se basa en la determinación de la mejor configuración
de parámetros asociados al diseño del ciclo, tales como el calor especifico del CO2 y la
efectividad  del  recuperador.  Los  resultados  muestran  la  existencia  de  óptimos  en  la
eficiencia de segunda ley, dependiendo de las dimensiones físicas del recuperador [2], del
campo solar y del almacenamiento térmico. Así, mediante optimización termoeconómica
se minimiza la destrucción de exergía y los costos asociados al ciclo, concluyendo en una
reducción del costo nivelado de energía, debido a la incorporación del almacenamiento
térmico.
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RESUMEN

A porous yield criterion for porous solids of the Gurson[1] type is presented. This model is able
to model ductile damage and fracture, dealing with material softening and strain localization.
This usually leads to unwanted numerical features such as the loss of the ellipticity of equi-
librium equations. The first step before dealing with these issues is for the damage model to
already have a stable, accurate integration scheme. In this article, the numerical integration of
an extended version of the Gurson model (incorporating plastic anisotropy and mixed isotropic-
kinematic hardening) is revised. The main feature of this scheme is that all the variables are
integrated in an implicit way based on the projection algorithm, while the consistent tangent
matrix is analytically obtained. The efficiency of the implementation is assessed by comparing
the numerical results of homogeneous cases with those obtained from the literature. Both results
are in good agreement implying that the model can be used in more complex simulations which
include heterogeneous strain paths.

Agradecimientos
C.F. Guzmán and E.I. Saavedra Flores acknowledge the support from the Chilean National
Commission for Scientific and Technological Research (CONICYT), through Grant FONDECYT
REGULAR No.1160691.

REFERENCIAS

[1] A. L. Gurson, “Continuum theory of ductile rupture by void nucleation and growth: Part
I-Yield criteria and flow rules for porous ductile media,” Journal of Engineering Materials
and Technology, vol. 99, no. 1, pp. 2–15, 1977.

31



!
Sociedad Chilena de
Mecánica Computacional

Jornadas de Mecánica Computacional
6-7 de octubre de 2016

Arica - Chile

ESTIMACIÓN EFICIENTE DE LA SENSIBILIDAD DE LA
CONFIABILIDAD ESTRUCTURAL APLICANDO LINE SAMPLING

Herman Hernández∗, Marcos Valdebenito∗ y Héctor Jensen∗

∗ Departamento de Obras Civiles - Universidad Técnica Federico Santa María
Casilla 110-V - Valparaíso - CHILE

e-mail : herman.hernandez@alumnos.usm.cl, marcos.valdebenito@usm.cl, hector.jensen@usm.cl

RESUMEN

Al generar un modelo que representa el comportamiento de una estructura, es habitual encontrar
incertidumbre en las variables que describen el fenómeno físico (cargas, propiedades estructu-
rales u otras). Una manera de caracterizar esta incertidumbre es a través de la teoría de probabi-
lidad, utilizando variables aleatorias que tienen asociada una distribución y ciertos parámetros
(por ejemplo, valor esperado, desviación estándar, etc.). De manera adicional, si se define un
criterio de falla (asociado a un comportamiento estructural no deseado), es posible estimar la
confiabilidad o probabilidad de falla del sistema estructural. Esta probabilidad permite verificar
si el nivel de seguridad asociado a una estructura es adecuado o no.
De la descripción anterior, es evidente que la magnitud de la probabilidad de falla depende de
los parámetros de distribución seleccionados al momento de caracterizar la incertidumbre. Por
lo tanto, es de interés calcular no solo dicha probabilidad, sino que también su sensibilidad res-
pecto de estos parámetros. Por lo tanto, esta contribución plantea una estrategia para calcular
dicha sensibilidad de manera eficiente. En particular, la estrategia propuesta se plantea como
una etapa de post procesamiento de la técnica de simulación Line Sampling [2], que permite
estimar la probabilidad de falla de manera muy eficiente.
La estrategia propuesta para calcular sensibilidad se desarrolla en el marco de la regla de Leibniz
y el teorema de la divergencia [1], lo que traduce en dos implementaciones equivalentes pero
distintas. La eficiencia numérica de ambas implementaciones se investiga mediante un ejemplo
práctico que involucra una fundación sobre una capa de suelo elástico.
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RESUMEN

El  propósito  de  este  estudio  es  cuantificar  y  analizar  la  eficiencia  del  sistema  de
depuración de aire que se diseña, construye y ensaya a partir de simulaciones y pruebas
experimentales.  Este  estudio  lo  constituye,  en primer  lugar,  la realización de  diseños
computacionales de la cámara de agua con diferentes difusores, los cuales son simulados
posteriormente  a  través  de  Dinámica  de  Fluidos  Computacional.  Estas  sucesivas
simulaciones  permiten  definir  un  diseño  definitivo.  A partir  de  estudios  realizados
anteriormente, se dispone de las dimensiones y diseño de una cámara de agua, la cual se
toma como base para este estudio. El sistema de filtrado consiste en el ingreso de aire con
partículas de polvo a la cámara de agua utilizando un ventilador en modo extracción.
Luego de varios diseños computacionales y pruebas experimentales se obtiene un diseño
final. La utilización de un difusor de burbujas permite que el material particulado presente
en el aire sea atrapado en la interfaz agua– aire, con lo que finalmente se consigue retener
el material en el agua y por consiguiente liberar el aire limpio hacia el exterior. El material
que se utiliza en las pruebas experimentales tiene un tamaño de partícula menor a 38
micrones.  
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RESUMEN

La solución de muchos problemas complejos en ingeniería requiere de un gran número de
re-análisis de modelos de elemento finitos. Este tipo de problemas incluye identificación
Bayesiana,  optimización  estructural  estocástica,  simulación  de  sistemas  dinámicos,
cuantificación y manejo de incertidumbres mediante modelos de gran envergadura, diseño
estructural y mecánico, análisis de sensibilidad, etc.  [1,2].   Estos problemas poseen un
amplio espectro  de aplicaciones en varias áreas de la ingeniería tales como  ingeniería
sísmica, ingeniería mecánica, ingeniería nuclear,  ciencias de materiales, ingeniería costa
afuera,  etc.  Con el fin de abordar  este  tipo  de problemas se presenta  una técnica de
reducción de modelos de elementos finitos  que permite realizar los análisis en un espacio
reducido de coordenadas generalizadas. En particular se presenta una generalización del
método de subestructuras para análisis dinámico [3].  El espacio reducido se construye
mediante modos normales internos y de interface, donde los modos internos de orden
mayor  se  consideran  explícitamente  en  el  análisis  mediante  una  corrección  estática
eficiente. Estudios de validación muestran que es posible obtener modelos con un orden
de reducción  sobre el 95% sin afectar la exactitud de los análisis. La metodología se
ilustra mediante la estimación de las propiedades espectrales de un modelo de elementos
finitos de gran dimensión bajo distintos escenarios de análisis y diseño.
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RESUMEN

En problemas de ingeniería civil donde existe falta de información o un conocimiento vago de
los parámetros de entrada de un modelo, sus características pueden ser representadas mediante
variables difusas, en las cuales la incertidumbre se expresa a través de funciones de pertenencia.
Obtener de manera directa las funciones de pertenencia de la respuesta de interés a menudo
resulta numéricamente costoso, pues involucra resolver reiteradamente diversos problemas de
optimización [1]. Una estrategia para enfrentar esta dificultad es mediante la implementación
de modelos sustitutos para aproximar la función de respuesta, reduciendo el esfuerzo numérico.
Dentro de este enfoque, en el presente trabajo se utiliza una clase de red neuronal artificial
de una sola capa conocida como Extreme Learning Machine [2]. En ella, solo deben ajustarse
los parámetros de la capa de salida, lo que hace que la etapa de entrenamiento sea más rápida
con respecto al método tradicional de backpropagation. Los datos para ajustar el modelo se
obtienen utilizando conceptos de remuestreo y subestructuración [3], lo que reduce el tiempo
de cálculo en esta fase. La aplicación del método propuesto se estudia mediante el análisis del
flujo estacionario de agua en un medio poroso bajo una represa.
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RESUMEN

The problem of consistency of smoothed particle hydrodynamics (SPH) has demanded
considerable  attention  in  the  past  few  years  due  to  the  ever-increasing  number  of
applications of the method in many areas of science and engineering. A loss of consistency
leads to an inevitable loss of approximation accuracy. In this work, we revisit the issue of
SPH kernel and particle consistency and demonstrate  that  SPH has a limiting second-
order  convergence  rate.  Numerical  experiments  with  suitably  chosen  test  functions
validate this conclusion. In particular, we find that when using the root mean square error
as a model evaluation statistics, well-known corrective SPH schemes, which were thought
to converge to second, or even higher order, are actually first-order accurate, or at best
close to  second order.  We also find that  observing the joint limit when the number of
particles goes to  infinity, the smoothing length tends to  zero  and, and the number of
neighbors goes to infinity,  standard SPH restores full C0 particle consistency for both the
estimates of the function and its derivatives and becomes insensitive to particle disorder.
We present some astrophysical applications of our method that  indicates that  a proper
SPH implementation is necessary for avoiding non-physical results.
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RESUMEN

El  presente  trabajo  presenta  los  avances  en  el  desarrollo  de  una  herramienta  de
simulación la demanda energética de las edificaciones de un barrio tomando en cuenta su
contexto urbano. Los datos de entrada de esta herramienta son la geometría del barrio
generada  a  partir  de  un  software  de  dibujo  tridimensional,  la  caracterización  de  la
envolvente (muros, ventanas, techo) y datos geográficos y climáticos del barrio (latitud,
temperatura  del  aire  y  radiación  solar).  La  geometría  es  discretizada  para  simular  la
energía solar incidente sobre la envolvente de los edificios del barrio tomando en cuenta
su sombreamiento mutuo, la visibilidad del cielo (factor de vista) y las interreflexiones
(radiosidad). El cálculo de la demanda energética usa un método estático y los modelos
físico-matemáticos implantados en la herramienta han sido adaptados para simular los
flujos energéticos [2]. Los datos de salida son el potencial de energía solar para el uso de
energías  renovables  y  la  demanda  energética  de  cada  edificación.  Se  muestran
aplicaciones de esta herramienta en las que se evalúan escenarios energéticos urbanos
modificando las características de la zona de estudio tal como la geometría, materialidad
de construcción y modificaciones a la normativa de urbanismo y construcción [3].
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RESUMEN

El desempeño de un sistema de calentamiento de agua sanitaria basada en un sistema de
paneles solares depende en gran medida del estanque de acumulación de agua caliente, el
cual compensa las diferencias que se tienen entre la disponibilidad de radiación solar y el
consumo de agua caliente. El estanque debe ser lo más estratificado posible para tener el
agua más caliente en la zona superior, de donde se extrae hacia el consumo, y la más fría
en la parte inferior. Para comprender de mejor forma el fenómeno de estratificación se
realiza un estudio  de  dicho fenómeno en un estanque de  mezcla directa  mediante  el
método de volúmenes finitos utilizando el software ANSYS-Fluent. Se analiza el efecto de
las condiciones de  operación del sistema solar  sobre  la termoclina y el fenómeno de
estratificación.  Los  resultados  se  compararán  con  los  obtenidos  de  modelos
unidimensionales simplificados de la literatura [1], como el incorporado en TRNSYS [2].
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RESUMEN

Existen varios métodos para estudiar los harneros vibratorios, como : FEM [1], DEM [2] y mo-
delos dinámicos [3]. Mediante estos, se han analizado distintos parámetros operacionales por
separado [4], sin considerar su interdependencia y tampoco se aprovechan los métodos acopla-
dos. Por eso, se propone un modelo dinámico de un harnero vibratorio y material particulado
con el objetivo de cuantificar la influencia de este último en las vibraciones de la máquina. Se
considera un harnero de tres grados de libertad más uno del material particulado como conjunto.
Para obtener los parámetros del material y su validación, se realizan distintas simulaciones con
el software Rocky DEM. Con lo propuesto, se pretende: disminuir el costo computacional, al
simplificar la modelación DEM; considerar el efecto de la interacción partícula-estructura en
un modelo dinámico y lograr un enfoque holístico de la modelación. Se muestran resultados de
un modelo simplificado de dos grados de libertad, uno del harnero y otro del material, logrando
un buen ajuste del movimiento para distintas amplitudes vibratorias.
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RESUMEN

Este  trabajo  presenta  el  desarrollo  e  implementación  computacional  de  la  técnica  de
mallas múltiples para la solución de problemas de mecánica de fluidos y transferencia
convectiva de calor empleando el método de volúmenes finitos. El desarrollo emplea una
formulación  geométrica,  basada  en  la  estructura  de  las  mallas,  con  un  ciclo  V  de
restricción  y  prolongación.  La eficiencia  y  precisión  del  uso de la  técnica  de mallas
múltiples,  con tres  niveles  de  mallas,  se  investiga  comparando  los  resultados  de  las
variables dependientes: velocidad y temperatura, con los generados con una malla única
equivalente  a  la  malla  de  mayor  cantidad  de  nodos.  Los  problemas  investigados
incluyen: difusión de calor unidimensional empleando alternativamente los algoritmos
iterativos  de  Jacobi,  Gauss-Seidel  y  método  línea  a  línea;  difusión  2D de  calor  con
condiciones  de borde de primera  y  segunda clase;  convección natural  2D de aire  en
cavidad,  permanente  y  transiente;  y   convección mixta  en flujo  inducido  en cavidad
conjugada con difusión de calor en sólido interno. En los cuatro problemas investigados,
se concluye que la técnica de malla múltiple en V, de tres niveles, permite reducir los
tiempos de cálculo, entre  20% y 60%, en relación al que requiere con una malla única,
para generar resultados de igual precisión.
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RESUMEN

Este trabajo describe mecánica de fluidos, transferencia de calor y masa en alimentos en
dos secadores. Se investiga secado 3D de papaya, por convección forzada, en un equipo
con aire calentado mediante resistencias eléctricas y deshidratación 2D de un alimento
granular (uva), en un secador solar. El proceso transiente conjugado de convección mixta
en aire  y  difusión  de calor  y  masa en el  alimento  se modela  con las  ecuaciones  de
continuidad,  momento lineal,  energía  y  de concentración de especies.  La solución se
obtiene empleando el MVF y un algoritmo secuencial para calcular la variación en el
tiempo de velocidad, presión, temperatura y concentración de agua, con programas de
código propio. La formulación es implícita, con relajación sucesiva en el cálculo de las
variables  dependientes.  Los  criterios  de  convergencia  para  la  detención  del  proceso
iterativo  son  de  10-6  en  el  caso  2D  y  de  10-4  en  el  estudio  3D.  Los  resultados  de
simulación: variación de la distribución de concentración de agua y de temperatura en
alimentos se validan con datos experimentales. Ejemplos de variaciones geométricas en
la forma de cada secador se investigan mediante simulaciones, logrando concluir que la
mecánica computacional permite mejorar el diseño de este tipo de equipos. 
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RESUMEN

El empleo de mecánica computacional en la predicción de la temperatura del aire interior
en viviendas es importante para lograr un diseño térmico energéticamente eficiente. En
este trabajo se analiza el efecto de emplear materiales de cambio de fase en las paredes y
techo de un prototipo de vivienda rural en la temperatura de confort. Las variaciones de
irradiación  solar,  temperatura,  humedad y  velocidad del  aire  externo en el  ciclo  día-
noche se incluyen en el modelo matemático para una vivienda en la ciudad de Vicuña,
Región de Coquimbo. Simulaciones bidimensionales y tridimensionales transientes, en
un día  de  julio  y  en  diciembre,  se  efectúan  con el  Método  de  Volúmenes  Finitos  y
códigos propios. El modelo computacional incluye conducción de calor, con variación de
la energía interna en las paredes y techumbre, junto con la convección transiente de calor
en el aire en el interior de la vivienda. Los resultados obtenidos describen la variación en
el tiempo de la velocidad del aire interior y de la distribución de temperatura en los
muros, techumbre y el aire para distintas alternativas de materiales de construcción. La
influencia del uso de materiales de cambio de fase en el confort térmico se analiza y
discute.     
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RESUMEN

El empleo de sistemas de cálculo eficientes es fundamental para la solución de problemas
complejos tridimensionales de mecánica de fluidos con transferencia convectiva de calor y
cambio de  fase sólido-líquida.  Evaluar  la rapidez  de  cálculo  en  la solución de  estos
problemas mediante un algoritmo predictor-corrector  con múltiples ciclos iterativos de
cálculo  para  resolver  las  ecuaciones  de  momento  lineal,  continuidad  y energía  es  el
objetivo de este  trabajo.  Solidificación de una aleación binaria en un molde cúbico y
congelamiento de un trozo de carne, con convección natural 3D transiente del aire en el
interior de un congelador, son los dos casos de estudio. La solución implícita del modelo
discretizado  mediante  mallas  traslapadas  no  uniformes  se  efectúa  en  un  código
implementado con el Método de Volúmenes Finitos y el algoritmo secuencial IDEAL [1].
Los resultados de variación en el tiempo de distribuciones de velocidad y temperatura
obtenidos  se  presentan,  analizan y discuten.  La  precisión del cálculo de  las variables
dependientes, velocidad y temperatura, se compara con la que se obtiene empleando el
algoritmo clásico SIMPLE. La influencia del número de ciclos predicción-corrección del
algoritmo  IDEAL en el  tiempo  de  cálculo  se  evalúa con  respecto  al  que  se  obtiene
empleando SIMPLE.    
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RESUMEN

A novel prediction-correction sequential algorithm to solve continuity, linear momentum
and energy coupled equations for fluid mechanics and convective heat transfer problems
in polar coordinates with the Finite Volume Method is presented. The objective of this
paper  is  to  analyze  the  efficiency  in  the  solution  procedure  of  the  novel  algorithm,
measured in terms of the CPU time, in comparison with the SIMPLER, IDEAL [1] and
PSIMPLER segregated  algorithms.  The problems of  increasing  degree  of  complexity
investigated are: steady and transient natural convection in a cylindrical annulus with air,
water and silicone for Rayleigh numbers Ra = 103 and 105, and solar energy storage by
liquid-solid  phase  change  with  natural  convection  of  octadecane.  Accuracy  of  the
numerical solutions is validated with previous experimental and numerical results in the
first study. Results for the evolution of velocity and temperature distributions obtained
with each algorithm are carefully examined. Numerical simulations with same meshes,
time step and identical convergence criteria show that the new segregated algorithm for
polar  coordinates  is  faster  and  more  accurate  than  the  other  three  P-V-T sequential
algorithms.
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RESUMEN

El presente trabajo se enfoca en el  análisis  del  transporte  de material  granular  en la
molienda semiautógena (SAG) a través del método de elementos discretos (DEM) [1],
[3], comparando parámetros físicos y dinámicos del mineral al interior del molino, al
utilizar  partículas  esféricas  y  multiesféricas  (ovoidales).  Se  hizo  el  estudio  en  tres
diferentes casos, los que consistieron en comprobar la viabilidad del uso de material con
forma ovoidal al contrastarlo con casos esféricos. El método de los elementos discretos
fue  utilizado  a  través  del  software  LIGGGHTS  [2],  el  cual  permitió  simular
eficientemente el fenómeno analizado. Para los estudios realizados, se utilizó un modelo
geométrico  de  molino  SAG  de  40x26  pies,  el  cual  utilizó  dos  configuraciones
geométricas de mineral, una esférica y otra ovoidal, manteniendo la misma cantidad de
masa inicial y de partículas al interior del molino, con el cual se determinó la influencia
de la forma y el tamaño de las partículas utilizadas al simular el proceso de molienda. Se
concluyó que, a las mismas condiciones de entrada, se logró verificar un aumento en la
descarga de mineral con forma ovoidal con respecto a uno de tipo esférico. 
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RESUMEN
  

Se presenta una plataforma numérica para el desarrollo de simulaciones 2D en dominios
cuadrados sujetos a condiciones de contorno periódicas para fluidos newtonianos que
cuentan  con  partículas  circulares  rígidas  inmersas.  La  implementación  impone  la
condición de no-deslizamiento sobre las superficie de los cuerpos mediante el método de
la frontera inmersa según la formulación de Uhlmann[1] y las modificaciones posteriores
introducidas por Kempe y Fröhlich[2]. Las colisiones entre las partículas son modeladas
mediante el  modelo propuesto por Kempe y Fröhlich[3],  derivado de los  soft-sphere
models  que  dan  origen  al  método  de  elementos  discretos  (DEM).  La  presente
implementación  pretende  abrir  las  puertas  al  estudio  de  volúmenes  de  control
representativos de alguna suspensión apropiada para estudiar su reología y la relación
entre el comportamiento del campo de velocidades del fluido y el número de partículas
sumergidas.
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RESUMEN

Las faenas de la gran minería del cobre generan una gran cantidad de material de desecho
una  vez  extraído  el  mineral.  El  volumen más  importante  corresponde  al  mineral  ya
procesado denominado ripio. Este material debe ser transportado a grandes distancias a
través de correas  para su remoción,  lo que implica la incorporación de elementos  de
traspaso denominados chutes [1,2]. El objetivo del presente estudio es validar el diseño de
un chute  de  traspaso  del área  remoción de  ripios de  la División Gabriela Mistral de
Codelco.  La  validación es  en  base  al  cumplimiento  de  las condiciones  operacionales
necesarias para un traspaso efectivo de material, tales como evitar derrames de material y
atollos del chute. Para lo anterior se utilizó el método de elementos discretos para simular
el flujo de material dentro del chute [3] y el modelo de desgaste de Archard [4], adaptado
a la escala de partícula.
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RESUMEN

En boxeo y  otros  deportes  de  contacto  total,  las  lesiones  externas  son generalmente
evidentes, pero también pueden ocurrir lesiones en el cerebro. Esos deportes involucran
hombres jóvenes y fuertes que se dan puñetazos, la mayoría en la cabeza.  Así,  estas
prácticas  están  asociados  con exposición  a  traumas  repetitivos,  que  pueden  producir
lesiones acumulativas y severas en el  cerebro. El principal objetivo de este trabajo es
modelar el efecto de un golpe de puño en la frente, dado por un profesional de peso
completo.  Se  usó elementos  finitos  para  simular  cómo un golpe  en la  cabeza  puede
alterar el cerebro. La  hipótesis es que mediante este método y simulando los efectos de
un impacto dinámico, se puede predecir, localizar y cuantificar alteraciones cerebrales.
Para validar  esta  simulación,  se  comparó con investigaciones  médicas  sobre lesiones
cerebrales  causadas  por  impactos  en  la  cabeza.  Entre  el  fluido  céfalo  raquídeo  y  el
cerebro se probó una capa de rozamiento casi nulo y sin espesor, luego se comparó con
los resultados de otra capa con rozamiento diez veces mayor que la anterior, en ambos
casos no hubo una diferencia  apreciable  en los  resultados.  Un futuro trabajo debería
incluir una capa tridimensional pero con espesor delgado. 
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RESUMEN 

 

Un problema que puede producirse en una turbina impulsiva Pelton horizontal es el 

movimiento axial excesivo del eje, el cual puede producir daños en los descansos que 

limitan el movimiento axial del eje. Para analizar este problema, se realiza un estudio de 

las fuerzas de origen hidráulico en la cuchara de la turbina y de las fuerzas de origen 

magnético en la unidad generadora, que son las principales fuerzas axiales sobre el rotor. 

Actualmente en la literatura existe gran variedad de publicaciones [1-3] que describen 

mediante el uso de CFD la interacción del fluido con la turbina Pelton, sin embargo se 

realizan en condiciones nominales cuyo enfoque es determinar la distribución de 

presiones y torque sobre el rodete, y no presentan movimiento ni fuerzas axiales. Las 

fuerzas axiales magnéticas se atribuyen a parámetros geométricos y eléctricos del 

generador, y a la diferencia entre la posición axial del centro magnético del estator y rotor 

del generador. El objetivo de este trabajo es cuantificar los factores responsables del 

movimiento, proponer un modelo dinámico que represente el movimiento del eje, 

resolver numéricamente el movimiento axial y compararlo con los resultados con un caso 

real y de esa manera, determinar la validez del modelo. 
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RESUMEN
La creciente  demanda energética  y el  agotamiento  de  los  recursos  fósiles  [1] exigen
nuevas alternativas o  mejoras sustanciales en su uso.   El proceso  de gasificar carbón
permite tanto ampliar su espectro de utilización como mejorar su eficiencia de quemado.
Sin  embargo,  existe  una  brecha  técnico-económica  entre  la  combustión  directa  y la
gasificación. Brecha, que la tecnología en medios porosos híbridos ha reducido [2]. 
La generación de hidrógeno (H2) y los perfiles térmicos obtenidos de la combustión de
carbón  bituminoso  y sub-bituminoso,  en  un  reactor  híbrido  de  medios  porosos,  fue
estudiada numérica y experimentalmente, bajo condiciones de oxidación parcial con un
flujo de aire/vapor.  La modelación numérica implementada se basa en el modelo de 2
temperaturas  presentado  en  [3],  utilizando  un  esquema  de  gasificación  de  un  paso
propuesto por Maffei [4]. Las variables consideradas son la fracción de vapor en el flujo
de aire y el porcentaje de carbón en el medio poroso.  Se encontró un punto óptimo de
generación de H2, para el carbón bituminoso, al usar un 50% de fracción de carbón, una
velocidad de filtración de 0.49 m/s y una fracción de vapor de 3.81. Notablemente, la
utilización de carbón demostró un mayor potencial de generación de H2 en comparación
con otros combustibles sólidos, como la biomasa forestal o cereal. Las condiciones para
obtener las temperaturas máximas correspondieron a un 50% de carbón, una fracción de
vapor de 0.95 y una velocidad de filtración de 0.33 m/s para ambos carbones.
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RESUMEN

El intensivo uso de camiones para trasportar mineral en faenas de extracción de cobre a
rajo  abierto,  unido al  alto  costo  de  las  tolvas  (aproximadamente  120.000 USD),  son
poderosas  razones  para  estudiar  el  deterioro  durante  la  operación  de  los  equipos
involucrados  en  este  proceso.  Específicamente,  dentro  de  las  fases  del  transporte  de
material en camiones, la descarga resulta ser la más agresiva en términos de abrasión [1].
En este  proceso  las  placas  de  la  superficie  inferior  de  la  tolva  resultan  fuertemente
dañadas, principalmente en la zona cercana al borde de salida del material. El objetivo de
este estudio es crear un modelo que prediga las zonas de mayor desgaste relativo de la
superficie inferior de la tolva. Con este fin se utilizó el método de elementos discretos
para simular  el  flujo de material  durante  la  descarga  de la  tolva  [2] y  el  modelo  de
desgaste de  Archard [3], adaptado a escala micro, para aplicarlo a la colisión entre las
partículas de material y la superficie de la tolva.
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RESUMEN

El presente  trabajo analiza el comportamiento  del tsunami de Febrero  de 2010 en la
localidad de Llico, Región del Biobio. La modelación del tsunami se realizó mediante el
modelo NEOWAVE con 5 mallas anidadas de hasta 10 m de resolución. Este  modelo
utiliza  las  ecuaciones  de  aguas  someras  lineales  y no  lineales,  además  se  utilizó  un
coeficiente de rugosidad de manning de 0.025 y tiempos de integración de hasta 0.25s.
Las salidas del modelo fueron alturas de inundación y velocidades de corriente cada 2 s.
La inundación se validó usando mediciones de campo y las velocidades se contrastaron
con velocidades obtenidas a partir de un video de 25fps y duración de 57.05s grabado
durante  la máxima inundación del tsunami. Para ello,  el video se estabilizó usando el
software Adobe After Effects y se definieron puntos fijos identificados en terreno.  Los
resultados mostraron un buen ajuste de las alturas de inundación con un RMSE de 0.8m y
una razón de alturas medidas y calculadas K=1.02<1.05.  La velocidad obtenida del video
para una sección definida fue de 3.94 m/s, mientras que la velocidad simulada estuvo en el
rango 3.3-3.7 m/s, lo que implica una diferencia menor al 12%.
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RESUMEN

El objetivo de este trabajo fue simular computacionalmente el movimiento rotatorio de un
alimento  líquido  considerando  un  modelo  de  fluido  tixotrópico  para  yogurt  en  un
recipiente cilíndrico.  El modelo bidimensional se formula en base a  las ecuaciones de
continuidad y momento lineal y se resuelve con el método de elementos finitos mediante el
programa comercial POLYFLOW (ANSYS Inc., v.15). La simulación de yogurt considera
que su reología se puede describir por una viscosidad efectiva variable en el tiempo y en el
espacio  que  se  construye  combinando  un  modelo  tixotrópico  con  uno  de  Herschel-
Bulkley. Los  resultados  describen la mecánica de  fluidos  mediante  la variación en  el
tiempo de las distribuciones de velocidad, líneas de corriente, viscosidad y esfuerzos de
corte en las paredes y en la superficie del agitador. La capacidad predictiva del modelo
matemático y del método de cálculo se verifica con resultados experimentales.

                                         
Figura 1. (a) Problema en 3D. (b) Dominio

considerado para el cálculo. Comportamiento
tixotrópico del yogurt.

Figura 2. Contorno de velocidad caso
permanente. Comportamiento tixotrópico del

yogurt.
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RESUMEN

Con el objetivo de disminuir las emisiones de NOx térmico y cumplir asi con las nuevas
normas de emisiones de contaminantes para las centrales térmicas, una de las alternativas
disponibles consiste en pre-mezclar el combustible con agua previo a la inyección en la
cámara de combustión con el fin que esta absorba parte de la energía liberada durante la
combustión,  disminuyendo  la  temperatura  de  la  combustión  y  los  gases  de  escapes,
inhibiendo el mecanismo de formación de NOx térmico. Se ha observado en la practica
que este proceso genera una inestabilidad termoacústica en la cámara de combustión, la
cual genera daños sobre el inyector provocando su destrucción. En el presente trabajo se
presenta una simulación numérica del proceso de mezclado de ambos fluidos al interior
de  la  cámara  de  pre-mezclado  del  inyector  para  distintos  caudales  mediante  la
implementación y validación de un código basado en el software libre OpenFOAM para
flujos  turbulentos  multifásicos  acoplado  a  la  ecuación  de  energía.  Se  analizó  las
estructuras coherentes del campo turbulento desarrollado y las fluctuaciones en el campo
de  presión  al  interior  de  la  cámara.  Finalmente  se  realizó  una  descripción  de  la
morfología caracterizando de la fase dispersa.
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RESUMEN 

 

Muchos elementos de máquina y procesos de fabricación someten a materiales a estados de 

torsión. Sin embargo, no existen muchos estudios que analizan numéricamente la respuesta 

elastoplástica del acero 1045 a grandes deformaciones de corte. 

En este trabajo se analiza la respuesta elastoplástica de un acero 1045 a grandes 

deformaciones angulares. Para ello se realizan ensayos de tracción uniaxial y de torsión. A 

través del ensayo de tracción se caracteriza el comportamiento mecánico y se calibra un 

modelo constitutivo adecuado a la respuesta elastoplástica del material. Posteriormente, se 

modela numéricamente el ensayo de torsión validando la respuesta obtenida con los 

resultados experimentales. Numéricamente se utiliza un método de elementos finitos por 

medio de un modelo de Galerkin discontinuo [1] para la descripción de la fractura.  
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RESUMEN

Debido a las altas emisiones que producen los sistemas de calefacción que se utilizan
actualmente en Chile, como estufas a leña y parafina, se hace necesario analizar el uso de
sistemas de calefacción menos contaminantes y más eficientes como las bombas de calor.
Las  bombas  de  calor  además  de  la  calefacción  pueden  también  usarse  para  el
calentamiento  de  agua  sanitaria  y si  son  reversibles pueden utilizarse  para  enfriar  la
vivienda en época de verano, por lo que podrían suplir todas las demandas térmicas de
una vivienda. Para evaluar el desempeño de este sistema se utiliza TRNSYS[1], el cual es
un  software  utilizado  para  evaluar  el  desempeño  dinámico  de  viviendas,  equipos  y
sistemas  utilizando  una  aproximación  modular  para  modelar  cada  uno  de  sus
componentes.  Se simula la vivienda con una bomba de calor  acoplada a  esta,  con el
objetivo  de  evaluar  el  consumo  energético  anual  en  calefacción,  energía  eléctrica,
rendimiento estacional y las emisiones de CO2 equivalentes de este sistema. Se evalúa un
sistema de calefacción con una bomba de calor aire-agua en la ciudad de Concepción con
dos tipos de unidades terminales: radiador y piso radiante. Se simula el sistema acoplado
considerando la interacción entre  la vivienda, la bomba de calor,  unidad terminal y el
sistema  de  control.  Resultados  preliminares  de  un  sistema  con  bomba  de  calor  y
radiadores como unidad terminal arrojan un COP (Coefficient Of Performance) estacional
del orden de 3,15 con una emisión anual equivalente de CO2 de 1,56 toneladas.
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RESUMEN

El método de elementos finitos estocástico permite establecer un modelo para representar un
sistema estructural determinado, considerando de manera explícita la incertidumbre asociada a
sus parámetros. De esta manera, la variabilidad espacial de uno o más parámetros del modelo
puede ser capturada a través de un campo aleatorio.
La determinación de la confiabilidad asociada a un modelo de elementos finitos estocástico es
demandante desde el punto de vista numérico. Por ejemplo, al calcular la confiabilidad utilizan-
do técnicas simulación, es necesario resolver un problema determinista de análisis estructural
en repetidas ocasiones. Con el objeto de controlar el costo numérico, esta contribución presenta
una estrategia de re-análisis estructural [2], que permite estimar la respuesta de un sistema de
forma aproximada y con esfuerzo numérico reducido. La aplicación de esta estrategia de re-
análisis se complementa con la utilización de una técnica especial de simulación, denominada
Generalized Importance Sampling (GIS) [1]. La aplicación de GIS permite estimar la confia-
bilidad de un sistema estructural con gran precisión y un número reducido de simulaciones de
la respuesta estructural, lo que resulta ser muy eficiente desde el punto de vista numérico. La
aplicación de la estrategia de re-análisis y GIS se ilustra estimando la confiabilidad asociada a
un problema de una fundación sobre una capa de suelo elástica, que es modelada mediante el
método de elementos finitos estocástico.
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RESUMEN

Las calderas de lecho fluidizado permiten utilizar combustibles con alto contenido de humedad
y reducir el tamaño respecto a las calderas convencionales [1], siendo apropiadas para la pro-
ducción de energía térmica o eléctrica a partir de la incineración de desechos domiciliarios. El
proyecto FIC-R N◦ 30.342.385-0 propone utilizar esta tecnología para implementar una plan-
ta piloto móvil con capacidad de generación de 50kW para el aprovechamiento de residuos.
Sin embargo, en la actualidad no existen soluciones comerciales para el tamaño y la potencia
deseados.
El objetivo de este trabajo es el diseño de un arreglo helicoidal de tubos para el intercambia-
dor de calor de una caldera de lecho fluidizado. A través de un análisis por elementos finitos
(ANSYS), se estudió si la geometría y material de los tubos propuestos soportan las solicitacio-
nes de presión y temperatura a las que estarían expuestos al interior de la caldera. Estas cargas
han sido estimadas a partir de informaciones empíricas y estudios térmicos iniciales.
Se observó que es necesario utilizar soportes para mantener los desplazamientos dentro de lí-
mites admisibles. Así, se analizan numéricamente diferentes configuraciones para los soportes,
variando geometría y posición, y se entrega una solución con desplazamientos mínimos y es-
fuerzos bajo el límite de fluencia.
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RESUMEN

La creciente demanda mundial por crear sistemas energéticamente más amigables con el
medio ambiente no sólo abarca el sector industrial, sino que también crea la necesidad de
diseñar ciudades sustentables y más eficientes.  Con miras al futuro,  varias propuestas
buscan  suplir  la  demanda  energética  domiciliaria  utilizando  energías  y  equipos  más
eficientes y menos contaminantes.  Dentro  de tales propuestas,  los sistemas de energía
solar y bombas de calor han cobrado mayor importancia desde el comienzo del presente
milenio. El desempeño de estos equipos es muy sensible a factores como tipologías de
construcción, condiciones meteorológicas, sistemas de regulación y equipos, por lo que la
optimización de su desempeño debe evaluarse para cada caso en particular.  Para este
análisis se modela en TRNSYS un conjunto residencial ubicado en Concepción del cual se
determinan su demanda de calefacción y de agua caliente sanitaria de cada uno de sus
departamentos.  Este edificio está compuesto  de 5 pisos y un subterráneo. Se asocia a
dicho edificio un sistema combinado solar y bomba de calor para suplir las demandas
térmicas  del  edificio con  el  objetivo  de  determinar  el  desempeño  energético  de  este
sistema durante un año típico.
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RESUMEN 

 

En un sistema estructural colaborante, la interacción entre losa de hormigón y viga 

metálica se produce por la incorporación de un sistema de conexión mecánico, 

usualmente un conector de corte. Este conector proporciona al sistema colaborante mayor 

rigidez y capacidad soportante. Como consecuencia, el sistema colaborante ofrece un 

número de potenciales ventajas: (a) sistema más eficiente posibilita la utilización de 

vigas con secciones menores; (b) ahorro en el peso total de la estructura reduce el costo 

de la construcción; (c) reducción de fundaciones reduce el costo de movimiento de tierra.  

La norma europea EN-1994 [1] especifica el procedimiento para determinar la capacidad 

resistente y ductilidad de conectores de 19 mm de diámetro. Sin embargo, existen pocos 

estudios para conectores de diámetros menores [2]. En el presente trabajo se realiza un 

estudio de conectores de bajo diámetro utilizando un programa de elementos finitos para 

replicar el procedimiento experimental indicado en [1]. Además, se propone la utilización 

de un panel de acero galvanizado con nervios trapezoidales para estudiar el efecto de la 

posición del conector relativo al atiesador incorporado en los valles de la placa. 
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RESUMEN

En el presente trabajo se propone un modelo generalizado para la transferencia de masa
en procesos de membrana no convencionales y un ejemplo de simulación computacional.
Los actuales modelos matemáticos presentados en la literatura para la transferencia de
masa  en  los  procesos  de  membrana  [1]  son  principalmente  basados  en  ecuaciones
fenomenológicas y correlaciones empíricas las que describen los efectos globales de las
velocidades y concentraciones de los fluidos en los flujos transmembrana y con esto la
productividad total y eficiencia del proceso. Estos modelos son incapaces de describir las
variaciones locales en la transferencia de masa las cuales dependen de la geometría de la
membrana. El conocimiento de estas variaciones permitirá mejorar las predicciones de
los modelos ya que entregará información para construir  módulos de membranas con
geometrías  óptimas  lo  cual  es  muy  importante  para  la  eficiencia,  escalabilidad  y
durabilidad de estos módulos. En este trabajo el modelo matemático generalizado fue
adaptado  para  un proceso 2D de perstracción  de  laboratorio.  El  modelo  fue  resuelto
utilizando el  método de volúmenes finitos programado en FORTRAN. Los resultados
numéricos  reproducen  adecuadamente  los  datos  de  flujos  transmembrana  obtenidos
experimentalmente.  La  simulación  numérica  permite  obtener  las  concentraciones  de
masa que pierde el líquido que se alimenta al proceso y se difunde en la membrana. Estos
estudios  pueden  ser  usados  para  optimizar  la  transferencia  de  masa  en  procesos  de
perstracción.
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