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Algoritmia: Disefar y analizar sistematicamente los algoritmos especificos, donde
c/u de los cuales sera mas eficiente que sus predecesores para resolver un
problema dado.

Complejidad Computacional: se maneja paralelamente pero considera
globalmente todos los posibles algoritmos para resolver un problema planteado,
incluyendo algoritmos que ni siquiera pueden existir o no se ha pensado aun.

Todo algoritmo tiene una serie de caracteristicas, entre otras que requiere de
recursos, algo que es fundamental considerar a la hora de implementarlos en una
maquina. Estos recursos son principalmente:

El tiempo: periodo transcurrido entre el inicio y la finalizacion del algoritmo.

La memoria: la cantidad (la medida varia segiin la maquina) que necesita el algoritmo

para Su €jecucion.

Para ello empleamos la algoritmia, para resolver el problema en estudio en un
tiempo O(f(n)) para alguna funcion f(n) que intentamos reducir lo mas posible.
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También al emplear la complejidad, se intenta hallar una funcién g(n) tan grande
como sea posible, para lo cual podemos demostrar que cualquier algoritmo capaz
de resolver correctamente nuestro problema en todos sus casos debe
necesariamente requerir un tiempo que este en Q(g(n)), a esto se le conoce
como cota inferior de la complejidad del problema.

Al final quedamos satisfechos cuando f(n) € ©(g(n)) y podemos afirmar que
hemos encontrado el algoritmo mas eficiente posible para nuestro problema.

Incluso, de vez en cuando podemos encontrar el nimero exacto de veces que es

precisa una operacion, como por ejemplo el de la comparacion para resolver un
problema.
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= Un ejemplo sencillo
Buscar un numero entre 1 y 1 millon

500.000

250.000
125.000 625.000
375.000

62500 187500

31250 3750
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15625
7813
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Juego de las 20 preguntas: 1 — 1.000.000, tipo preguntas si 0 no, la idea es aplicar divide
y venceras para resolver el acertijo.

La respuesta deberia encontrarse en un maximo de 20 preguntas porque 1 millon es
menos que 229, este algoritmo muestra que 20 preguntas son suficientes para encontrar
la solucion al problema y esto corresponde a la algoritmia, pero que si las 20 preguntas
fuesen 0 no necesarias corresponde a la complejidad.

Sea S; el conjunto de candidatos al numero buscado después de la i_ésima pregunta,
ki=IS;| el numero de candidatos restantes. Inicialmente, S, contiene todos los enteros
positivos hasta 1 milldén, por tanto k,=10°, y Q, la i_ésima pregunta y Q,(n) denota la
respuesta a esa pregunta si el numero buscado es n. Entonces sea Y,={n € S_;1Q,(n)=
“si’}, y sea N={n € S IQ,(n)= “n0”}; entonces N, U Y, = S,_,, por tanto IS, 41 = IY;l+ INil lo
cual implica que al menos uno de Y, o N, contiene [k, /2] numeros o mas. Asi es posible
que k; = [k ,/2] para todo i. Dado que k, = 109, puede ser que k; = 500000 o que k, =
250000, ...., kyg=2. Concluyendo que pueden quedar por lo menos 2 candidatos al
numero buscado al cabo de 19 preguntas y por tanto se necesitan 20 preguntas para
resolver el acertijo.
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Argumentos de teoria de la informacion

Se aplica a toda una gama de problemas, especialmente aquellos que implican la
comparacion de elementos. Un arbol de decision es una forma de representar el
funcionamiento de un algoritmo para todos los datos posibles de un tamano dado.

Este arbol es binario con raiz donde los nodos internos contienen pruebas de los
datos y las hojas contienen la salida, veredicto o respuesta al problema.

Para el juego de las 20 preguntas se dio el caso, pero explicaremos para hallar un
numero entre 1y 6.. Cual seria la altura o el niUmero de preguntas?
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NO
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Es relevante si alcanzamos la respuesta o no a todo algoritmo determinista, ya
que para jugar le corresponde un arbol de decision, siempre y cuando exista un
limite para el numero de preguntas que puede hacer el algoritmo.

Por eso se puede pensar en un arbol de decision como un algoritmo.

En este caso el algoritmo esta hecho para que podamos acceder a cualquier
hoja del arbol. Por ello a medida que se van haciendo preguntas, la altura del
arbol aumenta, que seria para el peor caso.

Para el juego de las 20 preguntas, el arbol de decision tendria altura 20 pero
eso corresponderia a un millon de hojas, pero siendo un arbol binario, la altura
del arbol se calcula 2X hojas y 21° es < 1millon, concluyendo que el juego no se
puede resolver con 19 preguntas en el peor caso.

Por eso tomamos la altura de las hojas y las sumamos todas y dividiendo entre
el nUmero de hojas obtenemos.
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Altura media seria (3+3+2+3+3+2)/6 = 16/6. Asi como el arbol podado nos da
el tiempo para el peor caso, la altura media nos da el caso promedio.

Teorema: todo arbol binario con k hojas tiene una altura media que es
como minimo Ig, k

Si un nimero buscado se selecciona aleatoriamente entre 1 y 6 segln la
distribucion uniforme, entonces cualquier algoritmo para jugar este juego tiene
que hacer al menos Ig, 6 = 2,585 preguntas en el caso promedio. La solucion
dada hace 16/6 preguntas en el caso promedio, una mejora seria 15/6 = 2,5
preguntas pero debe descartarse porque lg, 6 > 15/6.

Concluyendo que el arbol de decision proporciona un algoritmo optimo cuando
el numero buscado esta entre 1 y 6 para el caso promedio y el peor.

De igual manera se necesitan 20 preguntas para el caso peor para el juego
original con un millén de veredictos y ningun algoritmo puede hacer menos de
lg, 10 = 19,93 preguntas en el caso promedio si todos los veredictos son
igualmente probables.
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Demostracion ‘
1 hoja
La raiz tiene 0
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i hojas

K hojas
k-i hojas

1 2 hijos
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Sea T un arbol con k hojas. Se define H(T) como la suma de las profundidades de
las hojas. Para el ejemplo del arbol de decision de 1 a 6, H(T) = 16, la altura
media de T es H(T)/k y el objetivo es demostrar que H()>klgk) . Como
observamos en el dibujo anterior la raiz T puede tener 0, 1 o0 2 hijos, en el primer
caso, la raiz es Unica hoja del arbol, es decir, k = 1 y H(T) = 0, en el sequndo
caso el Unico hijo es la raiz de un subarbol A, que tiene k hojas. La distancia de
cualquier hoja a la raiz de T es uno mas que la distancia desde esa misma hoja a
la raiz de A, asi que H(T) = H(A) + k; y en el tercer caso tenemos 2 subarboles A
y B con iy k-i hojas para algun 1 < i <k, obteniendo H(T) = H(A) + H(B) + k.
Para k = 1, se define h(K) como el meno valor posible para H(X) cuando X es un
arbol binario con k hojas. En particular, H(T) > h(k), claramente se ve que h(1) =
0. Si definimos h(0) = 0 da a lugar

( ) 0 si k<1
hk /= min (h(i)+ h(k - i)+ k) en caso contrario

0<i<k
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Tomando como hipotesis que h(j) = j Ig, j para todo entero positivo j < k. Por
definicion: h(k)=k+ min (h(i)+h(k -i))

Por la hipétesis de induccion,  h(k)=k+ min (ilg(i)+(k —i)lg(k —i))

0<i<k-1

Sea g: [1,k-1] -> R define como g(x) = x Ig, x + (k-x)lg, (k-x), calculando la 138y
22 derivada y hallando su minimo tenemos:

min g(i)>min g(x)>klg(k)-k

iefl.k-1] x e[l,k-1]

Reuniéndolo todo alcanzamos que:
H(T)>h(k)>k+min g(i)>klg(k)

ie[l.k-1]

Y por tanto la altura media de T, que es H(T)/k es al menos Ig(k)
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La complejidad de la ordenacion

Cual es el nUmero minimo de comparaciones necesarias para ordenar n
elementos. Tomaremos en cuenta los algoritmos de ordenacidén basados en
comparaciones, es decir, compararlos en parejas para determinar si son iguales o
cual de ellos es mayor.

Por tanto la pregunta en si seria: Cual es el numero minimo de comparaciones
necesarias en cualquier algoritmo para ordenar n elementos por comparacion?

Para ello se recurre nuevamente a los arboles de decision, donde se asocia a cada
posible relacion de orden entre los elementos un veredicto o respuesta compatible
con esta relacion.

Todo arbol de decision valido para ordenar n elementos da lugar a un algoritmo
de ordenacion in situ (ad hoc) para el mismo nimero de elementos.
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La complejidad de la ordenacion

A<C<B

A<B NO
e
] A <> NO
C<A<B B<A<C B<C<A
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La complejidad de la ordenacion

Algoritmo para ordenar 3 elementos

Procedimiento ordenacioninsitu3(T[1..3])
A <-T[1]; B <-T[2]; C <- T[3]
si A < B entonces
si B < C entonces { ya estan ordenados }
sinosiA < Centonces T <-A,C, B
sinoT<-C A B
sino si B < C entonces
siA<CentoncesT <-B, A, C
sinoT<-B,C, A
sinoT <-C, B, A
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Todo arbol de decisidon para ordenar tres elementos son de altura 3

Se puede hallar algun arbol de decisidn valido para ordenar tres elementos con
altura < 37

No, porque todo algoritmo correcto de ordenacion debe ser capaz de producir al
menos seis veredictos diferentes para n = 3, puesto que es el humero de
permutaciones de tres elementos.

Por esta razdn cada arbol de decision valido para ordenar n elementos debe
contener al menos n! hojas, asi como tener una altura que sea minimo [lg, n!]y
una altura media que sea como minimo Ig, n!.

Esto implica que el algoritmo que ordena n elementos debe al menos hacer [lg,
n!] comparaciones en el caso peor y Ig, n! en el caso promedio.
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Ordenacion por insercion de 3 elementos

B<A NO
S| @ NO
ABB
x=C
Si @ NO
ABC
BAC
BCA CAB ACB
B<C<AB<A=s( C<AS<B A<C<B AsB=s(C
Carlos Ramirez. Catedra de
Programacion. Disefio y Analisis

de Algoritmos. Junio 2005 18



= Ordenacion por monticulo para 3 elementos
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BC
A
CB B
AC
<C<B B<A<C

Progra
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Gracias por su
atencion.
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